Legyen T' az dnmagat nem metsz6 zart tordttvonal. Tekintsiik a 7" altal hatarolt S sokszog minden a oldalahoz azt
az F(a) félsikot, amelyet T-nek az a oldalegyenese hatarol, és amely az S sokszognek az a oldalszakasz felez6pontjahoz
,kozeli” bels6 pontjait tartalmazza. Jelolje tovabba Fj;(a) azt a félsikot, amely tartalmazza F'(a)-t és amelynek a-val
parhuzamos hataregyenese d tavolsagra van az a oldalegyenestdl (1. abra).
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1. dbra

1. El6szor azt latjuk be, hogy ha a,b, ¢ hdrom tetszéleges oldala T-nek és d tetszbleges pozitiv tavolsag, akkor az
Fy(a), Fy(b), Fy(c) félsikoknak van kozos pontja. Legyen az A’ A” oldalszakasz felez6pontja Ag. S zéart sokszdg, igy van
olyan r, hogy az Ay kozéppontt, r sugari K kor teljesen tartalmazza S-et (r = A’A”/2). A K kornek és az Fy(a)
egyenesnek két metszéspontja legyen D és E, a DA’ és A" E egyenesek metszéspontja legyen G. Ha r-et elég nagyra
vélasztjuk, elérhets, hogy DE > A’A” legyen, s ekkor G az F(a) félsikba esik (2. abra).

F(a)

2. dbra

F(a) definicioja szerint az AgG szakasz belsejében van olyan A pont, amely S-hez tartozik.

Mésrészt ha a P pont az S-ben van és a PA szakasz nem metszi az A’ A” oldalt, akkor P az F,(a) félsikban is benne
van. Ugyanis ekkor P vagy a DGE szogtartoményon beliil van, vagy az A’A”G haromszégben. Mivel P még S-nek
is pontja, ezért a K kor belsejében is benne van, s ez bizonyitja allitasunkat. A tehat olyan pont, hogy minden olyan
S-beli P pont, amelyre PA nem metszi az A’A” oldalt, feltétleniil az Fy(a) félsikban van. Ugyanigy taldlhato egy B
(ill. C) pont, hogy minden S-beli P pont, amelyre PB (ill. PC) nem metszi a b= B'B" ill. ¢ = C'C", oldalszakaszt,
az Fy(b) ill. Fy(c) félsikban van. Az A, B, C pontok S-ben vannak, a feladat feltétele szerint van olyan P pont, amelyre
PA, PB, PC szakaszok is S-ben vannak. P tehat S-ben van és PA nem metszi az a , PB nem metszi a b, PC nem
metszi a ¢ oldalt. Kovetkezésképp P kozos pontja az Fy(a), Fy(b), Fy(c) félsikoknak, ahogyan allitottuk.

2. Most azt bizonyitjuk, hogy F'(a), F(b), F'(c)-nek is van koz6s pontja. Ha ez nem igy volna, akkor vagy volna koztiik
kettd, mondjuk F(a) és F(b), amelyek nem metszik egymast (ekkor az a és b oldalegyenes parhuzamos), vagy az a, b,
¢ oldalegyenesek koziil barmely kettd metszi egymast, és a metszéspontok altal hatarolt EFG haromszogbe a harom
félsik egyikének sem esik pontja. Mindkét esetben megvalaszthatoé volna d agy, hogy az Fy(a), Fa(b), Fy(c) félsikoknak



ne legyen kozos pontjuk: az els6 esetben d az a és b egyenesek tavolsaga harmadanak valaszthaté; a masodik esetben
d az EFG haromszog legkisebb magassaga felének. Igy ellentmondasra jutottunk az 1.-ben bizonyitott allitassal.

Belattuk tehat, hogy ha a, b, ¢ a T torottvonal harom tetszoleges oldala, akkor az F'(a), F'(b), F(c) félsikoknak van
koz6s pontjuk.

3. Helly tételébol kovetkezik, hogy ekkor az Osszes F'(a) félsiknak is van kozos pontja, L legyen ez a kozos pont Q.
Allitjuk, hogy @Q megfelel a feladat allitasanak. El6szor a kovetkezét latjuk be: ha e a Q-t tartalmazo egyenes, akkor
e-nek S belsejébe és hatarara esé pontjai egy AB szakaszt alkotnak, és ennek a szakasznak az A, B, @) pontokon kiviil
minden pontja belsé pontja S-nek.

T nem metszi 6nmagét, igy e és S kdzos része olyan Ay By, .. ., A, B, szakaszokbol all, amelyekre A;, B; hatarpontja
S-nek , (vagyis a T torSttvonalon van), az A; B, szakasz belseje S belsejében van és két kiilonbo6z6 A; B; szakasznak
nincs kozos belsé pontja (3. abra).

B;

3. dbra

Elsfordulhat, hogy némelyik szakasz csak egy pont, azaz A; = B; (Ez az eset akkor allhat el6, ha e egy csticsban
metszi T-t, és a csicsban talalkozo két oldal e-nek ugyanazon az oldalan fekszik.) Minden A; B; szakaszhoz kivalaszthato
T-nek egy-egy A;-t, ill. B;-t tartalmazo a;, ill. b; oldala ugy, hogy az F(a;) és F(b;) kozos része e-bol éppen az A;B;
szakaszt tartalmazza. Masrészt @ rajta van az e egyenesen és minden F'(a;) félsikban benne van, kovetkezésképp @
rajta van az Osszes A;B; szakaszon. Minthogy két A; B; szakasznak nincs kozos belsé pontja, ebb6l mar kovetkezik,
hogy vagy m =1 és @ rajta van A; By-en, vagy m = 2 és Q = As = By. Az e egyenes és S kozos része mindkét esetben
egy AB szakasz, és A-n, B-n és Q-n kiviil ennek a szakasznak minden pontja belsé pontja S-nek.

4. Legyen D tetsz6leges bels§ vagy hatarpontja S-nek. Belatjuk, hogy a DQ szakasz pontjai belsé pontjai S-nek
(D-r6l és Q-rol eleve tudjuk, hogy belss- vagy hatarpontok). A DQ egyenest is jeloljiik e-vel. e tartalmazza Q-t, igy a
3.-ban bizonyitottak szerint e és S kozds pontjai egy olyan A’ B’ szakaszt alkotnak, amelynek A’-n, B'-n és Q'-n kiviil
minden pontja S-nek belsé pontja. D belsé vagy hatarpontja S-nek, igy rajta van az A’B’ szakaszon, feltehetd, hogy
az A'() szakaszon van. DQ ekkor része az A’'Q szakasznak, marpedig ez utébbinak minden belsé pontja belsé pontja
S-nek. Ugyanez all tehat DQ-ra is, ahogy allitottuk.

Ezzel belattuk, hogy @ teljesiti a feladatban kovetelteket.

Megjegyzés. A feladat feltételében P-r6l nem sziikséges megkovetelni, hogy S-nek bels6 pontja legyen (lehet hatér-
pont is). A Q-rdl kimondott allitasnal viszont mindenképpen meg kell engedni, hogy hatarpont is lehessen. A 4. abra
egy olyan hatszoget mutat, amelynek barmely harom belsé pontjahoz van megfelel6 P pont a hatszog belsejében, @
meégis egyértelmien meghatarozott és S hataran van.
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LHelly tétele altalaban azt mondja ki, hogy ha adott a sikon véges sok konvex halmaz, melyek koziil barmely haromnak van kdzos pontja,
akkor az Osszesnek is van kozos pontja. Lasd; Barany Imre: Helly tételérsl c. cikkét a KoMaL 1981. 2. szamaban 61-66. oldal.



