Pératlan n-re kénnyen konstrudlhatunk megfelel6 fliggvényt, példaul ugy, hogy vesziink n darab fél-hullamot a
szinusz—fliggvénybdl, és ezek egyiittesét megfelels modon eltoljuk. A konstrukcidét n = 3 mellett az dbra mutatja.
Ha képzeletben téglalapba zarjuk az egyes blokkokat, az egymaéashoz csatlakozé téglalapok atlésan a végtelenbdl a
végtelenbe futo lépcesst alkotnak.
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Megmutatjuk, hogy paros n-re nem létezik megfelels fiiggvény. Tegyiik fel, hogy allitasunkkal ellentétben a minde-
niitt értelmezett és folytonos f fiiggvény minden valds szamot pontosan n-szer vesz fel, és n paros. Vegye fel f a 0-t
az

1 <T2<...<Tp

helyeken, és legyen

yi = (s +xit1)/2, i=1,2,...,n—-1, e= % 1I§nzl£n|f(yz)|

Akkor Bolzano tétele szerint x; és x;41 kozott kétszer is felveszi f az e értéket, ha f(y;) > 0, ha pedig f(y;) < 0,
akkor a —e értéket veszi fel kétszer ebben az intervallumban az f fiiggvény.

Jeloljiik P-vel, illetve N-nel az {f(y;), i = 1, 2, ..., n — 1} szamok kozott a pozitivak, illetve negativak szamat,
akkor f legalabb 2P-szer felveszi az e értéket és legalabb 2N-szer a (—¢) értéket. Mivel N + P =n — 1, és f minden
értéket pontosan n-szer vesz fel, 2N és 2P koziil a nagyobbik n-nel egyenls, a kisebbik (n — 2)-vel. Feltehetjiik,
hogy 2P = n, hiszen kiilénben f-et (-1)-gyel szorozva juthatunk erre az esetre. Jeloljik még f-nek (x1, x,) feletti
maximumét M-mel. Mivel f folytonos, M véges. Amde ekkor f sehol sem veheti fel az M + 1 értéket. Nem veheti
fel ugyanis f az (M + 1)-et x; el6tt vagy x,, utdn, hiszen akkor ajabb helyen venné fel az ¢ értéket is. M definicidja
folytan x1 és x,, kozott sem veheti fel f az (M + 1) értéket, igy ellentmondasra jutottunk, és eredeti allitasunkat ezzel
bebizonyitottuk.
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