
I. megoldás.Minden x valós számhoz rendeljük azt az n egész számot, amelyre (x+n
√
2) ra
ionális, és rendeljünk

hozzá

1

2
-et, ha nin
s ilyen n egész. Megmutatjuk, hogy ez a hozzárendelés egyértelm¶. Tegyük fel ugyanis, hogy valamely

x számhoz van két különböz® n1 és n2 egész úgy, hogy

x+ n1

√
2 = r1 és x+ n2

√
2 = r2,

ahol r1 és r2 ra
ionális számok, n1 és n2 különböz® egészek. Ekkor

√
2 =

r1 − r2

n1 − n2

adódik, ami nem lehet, mert

√
2 irra
ionális.

A megadott hozzárendelés tehát függvény. Megmutatjuk, hogy ennek az f függvénynek minden pozitív ra
ionális

szám periódusa. Ha f(x) = n (n = 0, ±1, ±2, . . .), akkor

x+ n
√
2 = r1,

ahol r1 ra
ionális. Legyen ε egy tetsz®leges pozitív ra
ionális szám! Ekkor x+ ε+ n
√
2 = r1 + ε = r2 ra
ionális szám,

tehát

f(x) = f(x+ ε) = n.

Ha f(x) =
1

2
, ez azt jelenti, hogy tetsz®leges n egészre x+n

√
2 irra
ionális. Ebb®l következik, hogy ha ε > 0 tetsz®leges

ra
ionális szám, akkor x+ ε+ n
√
2 is irra
ionális bármely n-re, tehát

f(x) = f(x+ ε) =
1

2
.

Az f(x) függvény minden n egész értéket felvesz az x = r1 − n
√
2 helyen (ahol r1 ra
ionális szám), tehát végtelen sok

érték¶, továbbá minden pozitív ra
ionális ε periódusa, és ez nyilván tetsz®legesen ki
si lehet.
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II. megoldás. Legyen x tetsz®leges valós szám és f(x) = i, ha x tízes számrendszerbeli alakjában a tizedesvessz®

utáni i-edik számjegy páratlan és az utána következ®k mind párosak; és legyen f(x) = −1, ha ilyen számjegy nin
s. Pél-

dául f(1) = −1, f(1, 1) = 1, f(1, 2176) = 3. Az f függvény értékkészletéhez minden pozitív egész szám hozzátartozik,

és azt is könny¶ látni, hogy ha n pozitív egész, akkor a függvénynek 2 · 10−n

periódusa.
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