Jeloljiik az a” figgvényt f(z)-szel. Sorozatunk ebbdl az

Qpy1 = f(an)

helyettesitéssel kaphat6. Annak érdekében, hogy egy adott «,,-bol kiindulva a sorozat tovabbi tagjait geometriailag
szemléltethessiik, rajzoljuk fel a g(z) = x fliggvényt is az f(x) képe mellé. Ennek segitségével az 41 ordinatat
atfordithatjuk abszcisszava, és kikereshetjiik f itt felvett értékét. Tehat az x tengely « abszcisszaji pontjabol indulva
Jfelmegylink” az (o, f(«)) pontba, innen az x tengellyel parhuzamosan atmegyiink az (o, ay) pontba, majd megint
az y tengellyel parhuzamosan haladva az (o1, f(«1)) ponton at folytatjuk utunkat.
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Ha o =1, a, értéke is 1, a sorozat tagjai egyenléek. Ha o > 1, f(z) monoton nd, tehat a sorozat is ng. Sorséat az
hatarozza meg, hogy metszi-e f(z) a g(x)-et vagy sem. Ha metszi, a sorozat ,beleiitkozik” ebbe a gyokbe, nem léphet
rajta tal, és ezt fokozatosan megkozeliti. Mivel f(0) =1 > ¢(0), az

(1) 7(@) = glx)
egyenlet legkisebb pozitiv gyokét S-val jelolve lathato, hogy 0 < z < 8 mellett x < f(z) < 8. Ha tehat az a1 = 1
értékbdl indulunk ki, az ag = f(1) = o, ..., any1 = f(an) sorozat tagjai monoton nének, és mindegyik kisebb S-nal.

Emiatt a sorozat konvergal, és hatarértéke gyoke (1)-nek.

Ha kiilonb6z6 a-k mellett vizsgaljuk egy adott pozitiv z-ben az f(x) fiiggvényértékeket, a monoton névekvs (o) =
o” fliggvényt kapjuk. Emiatt (1) gy6ke oo monoton névekvs fiiggvénye. Ahogy noveljiikk a-t, ugy emelkedik az f(x)
fiiggvény gorbéje, és egy bizonyos auyax-ot tillépve olyan a-kat kapunk, amelyek mellett (1)-nek egyaltalan nincs gyoke.
Ilyen példaul az o = e érték, hiszen emellett f'(z) = €* > ¢'(z) = 1; ha = > 0, az f — g kiilonbség monoton nd. Ha
o = amax mellett az f és g fliggvénygorbék érintik egymast, emiatt amax az

(2) f'(x) = g'(x)

egyenletnek is gyoke. (Ezt itt a szemlélet alapjan fogadjuk el, de nem nehéz belatni az allitdsunk helyességét.) Az
(1) — (2) egyenletrendszerbsl kapjuk, hogy

_1/e
Omax = €/

Az sorozat & > aumax esetén is monoton ng, de nem lehet korlatos, hiszen akkor konvergens volna, és (1)-nek lenne
gyoke. Igy ebben az esetben csak az lehet, hogy
lim «, = oo.
n—oo
Ha 0 < a < 1, az f(x) fiiggvény monoton fogy, és (1)-nek egyetlen gyoke van a 0 < z < 1 intervallumban. Most
0 < a1 <ap <1, tehat
f(0)=1> f(a1) = a2 > f(ap) = a1 > f(1) = ap.



Hasonléan tovabb haladva kapjuk, hogy 0 < o, < 1, és az gy, sorozat monoton né, asy41 pedig monoton fogy. Igy az
o, sorozat most is konvergens, és hatarértéke (1) egyetlen gyoke. Azt kapjuk tehat, hogy ha 0 < a < e'/¢(= 1,4446678),
az ay, sorozat konvergens, és hatarértéke (1) kisebbik pozitiv gyoke. Kiilonben «;, végtelenbe tart.
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