2
Tekintsiik a b, = log a,, sorozatot. Az a,, sorozatra adott Gsszefiiggéshdl kovetkezik, hogy

2
bupr=(1+b,) 27" b =logay,

tovabba lim a,, akkor és csak akkor létezik, ha vagy lim b, létezik, vagy limb,, = —oo (és ekkor lima,, = 0). Ezért a
tovabbiakban csak a b, sorozattal foglalkozunk.
Tekintsiik az
fl@)=Q0+z)-277

fiiggvényt. Ennek segitségével a rekurziot b,41 = f(b,) alakban irhatjuk. Mivel f hatarértéke +oo-ben 0, —oo-ben
—00, tovabba derivaltja (itt és a tovabbiakban a logaritmusok e alaptak)

f(x)=(1—1log2—z-log2) 27"

az egyetlen o = —1 + 1/log2 =~ 0,443 helyen tiinik el, f abraja olyan, mint ahogyan azt az 1. dbra mutatja. A 2.
abran f’(x)-et dbrézoltuk, a minimumhelyet (f inflexiés pontjat) az

f"(x) =log2- (-2 +1log2 +x-log2)-27°

fiiggvény (egyetlen) zérushelye szolgéltatja: v = —1 + 2/log?2 ~ 1,885. Az f’ tehét a (—oo, ] félegyenesen szigorian
monoton csékken, a [y, 4+00) félegyenesen szigortian monoton né, de mindig az x tengely alatt marad. Ezért > 0-
ra f'(x) értéke f'(0) = 1 —log2 =~ 0,307 és f'(y) = =277 ~ —0,271 kozott van, igy tetszSleges pozitiv € szdmra
[F'(©)] <0,5.

Ha most b; pozitiv, akkor b;+1 = f(b;) is az, tovabba f(1) = 1, és a Lagrange-féle kozépeértéktételt (lasd pl. Molnar
Emil: Matematikai Versenyfeladatok gytjteménye, 521. oldal) alkalmazva

biv1 — 1] = [f(bs) — f(1)] = f(O] - [bi =1 0,5 [b; — 1],
(€ az 1 és b; kozé esik, tehat pozitiv), vagy altalaban
lbiy; —1[ £ 10,57 - |b; — 1.

Ha j — oo, akkor a jobb oldal tart a nulldhoz, de ekkor a bal oldal is tart a nulldhoz, vagyis lim b;y; = 1. Osszefoglalva:
Jj—o0

ha a b,, sorozatnak van pozitiv tagja, a sorozat konvergens és tart 1-hez.

Abbol, hogy f(—1) = 0 és f(—2) = —3, kovetkezik, hogy van olyan —2 < 7 < —1 érték, melyre f(7) = 7(r =
—1,530). Az f(x) = x egyenletnek 1-en és 7-n kiviil nincs mas gyoke. Ugyanis ellenkezd esetben a Lagrange-féle
kozépértektételt az f fiiggvényre a gyokhelyeken alkalmazva azt kapnank, hogy f/(x) az 1 értéket legalabb két helyen
felvenné, ellentétben korabbi megéllapitasainkkal. Igy tehat ha z < 7, akkor f(x) < x, ésha 7 < z < 1, akkor f(z) > .

Visszatérve a feladatra, by értékétsl fiiggSen kiilonboztessiink meg harom esetet:

I. b3 = 7. Ekkor mindegyik b, = 7, tehat a b, sorozat konvergens.

IL by < 7. Most b1 = f(by) < b, < 7. azaz a b,, sorozat monoton csokken. Igy vagy van hatarértéke, vagy

lim b, = —oo.
n— oo

III. b; > 7. Ha van a sorozatnak pozitiv tagja, akkor egy korabbi megéllapitasunk szerint lim b,, létezik (és egyenls
1-gyel). Ha nincs, akkor 7 < b, < f(bn) = bpy1 S 0 miatt a sorozat monoton novs és feliilrsl korlatos, tehat a
hatarérték ebben az esetben is létezik.

Osszefoglalva tehét: tetsz6leges b,-bol kiindulva vagy létezik lim b,,, vagy limb,, = —oo, vagyis a lim a,, hatarérték
mindig létezik.



