I megoldas. Legyen a keresett polinom
(1) p(z) = apx™ + a1z ..+ a2 + o,
ha n > 0, ennek derivaltja
(2) p(@)=nax™ '+ n—1)az" 2 +.. . +an_1,
ha pedig n = 0, akkor p’(x) azonosan 0. Olyan p(z)-et keresiink, amelyhez taldlhat6 olyan g(z) polinom, hogy
(3) p(2) = a(@) P ().

Ebbsl n = 0 mellett p(z) = 0 kovetkezik, ami azonban nem megoldas, mert 0-val nem lehet osztani. A tovabbiakban
feltessziik, hogy n > 0, ekkor azt is feltehetjiik, hogy a,, # 0, vagyis p pontosan n-edfoka. Ekkor p’ (n — 1)-edfoku,
tehat (3) csak els6foka g-val teljestilhet:

(4) q(z) = bz +ec.

Ezt (3)-ba helyettesitve, és felhasznalva, hogy két polinom azonossiga a megfelels foktu tagok egyiitthatoinak az
egyenlGségével ekvivalens, a kovetkezs Osszefliggéseket kapjuk:

ag = nbag

a1 = (n — 1)ba; + ncag
ar = (n—k)bar + (n — k4 1)cag_1

a, =0+ can_1
Ezekbdl egyrészt nb = 1, masrészt

n—k+1

k neag—1, (k=1,2,...,n)

ar =

kovetkezik. Ez utébbibol némi szamolassal kapjuk, hogy

ay = (Z) (ne)kao,

(6) p(z) = ao(z +d)",

vagyis

ahol d = nc. Emellett
p'(x) = nag(z +d)" 1,

ami valoban eleget tesz (3)-nak, ha ¢g-nak a
1
==—(z—d
aw) =~ (x—d)
polinomot valasztjuk. Tehat (6) a feladat 6sszes megoldasat megadja.
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II. megoldas. Az I. megoldasban belattuk, hogy

7 p(a) = - (o + d)p! (@)

vagyis p oszthato (z + d)-vel. Legyen k az (x + d) legmagasabb foka hatvanya, amivel p(x) oszthato:
(8) ple) = (z +d)*h(z)

ahol h mar nem oszthat6 (z + d)-vel, azaz h(—d) # 0. Ekkor

V(@) = k(z + d)* " h(z) + (@ + d)* W (z),



amit (8)-cal egyiitt (7)-be helyettesitve, majd (z + d)*-nel osztva kapjuk, hogy

h(z) = S W) + (@ + AW (2).

Ebbe az x = (—d) szamot helyettesitve h(—d) # 0 miatt kapjuk, hogy k = n, vagyis h(x) konstans. Ezek mellett (8)
ekvivalens (6)-tal, tehat (6) adja meg az Gsszes megoldast.

/ /

ITI. megoldas. Ha (3)-ban ¢ nem azonosan 0, (3) szerint v —. Mivel itt v a log p(x) fiiggvény derivaltja,
p q p

1 _oon
az a = - + d
fiiggvények kiilonbsége allando:

fiiggvény pedig a log (z + d)" fliggvény derivéltja, ebbdl kovetkezik hogy a log (z + d)" és log (x + d)"

log p(x) —log (x +d)" = A,

vagyis
p(z) = Bz +d)",

ahol A = log B, ismét (6)-ot kapjuk.



