I. megoldas. Helyezkedjék el az 1 oldala N; és az 1/2 oldalt Ny négyzet egy N négyzetben ugy, hogy ne legyen
kozos bels6é pontjuk. Ekkor van olyan e egyenes, amelynek N; és Ny ellenkezs oldalan fekszik. Ha e parhuzamos N
valamelyik oldalaval, akkor két téglalapra bontja azt, és mindegyiknek az e-re meréleges oldala legalabb akkora, mint
a savban fekvl négyzet oldala. Ez esetben tehat N oldala legalabb akkora, mint N; és Ny oldalanak Gsszege.

1. dbra

Ha e metszi N mindegyik oldalegyenesét, akkor vegyiik mindkét oldalan N-nek a téle legtavolabbi Cy, ill. Cy
csucsat. A Ci-en, ill. Cy-n atmend oldalegyenesek e-vel egy Hy, ill. Hy derékszogl haromszoget alkotnak, amelyik Nj-
et, ill. Np-t tartalmazza. Allitasunk bizonyitasara elég azt megmutatni, hogy egy derékszogd hdromszig tartalmazta
négyzetek kozil az a legnagyobdb, amelyiknek két oldala a hdromszdg befogdin nyugszik, eqy csiucsa pedig az dtfogon van.

Valoban, ha ez igaz, akkor a Hi-ben és Hy-ben elhelyezhets legnagyobb négyzet atloja, N-nek a C1Cs atlojara
esik, és mivel a négyzetek nem fedhetik at egymast, igy atloik 6sszege N atlojat, oldalhosszaik Gsszege tehat N oldalat
adja, vagyis igaz a bizonyitandé allitas is.

A tovébbiakban a fent megfogalmazott segédtételt bizonyitjuk.

Az ABC derékszogii haromszogben levs tetszés szerinti K LM N négyzetet elmozgathatjuk gy, hogy két csucsa,
mondjuk K és L az AC, ill. BC befogon legyen — ha nem lett volna igy eredetileg —, majd C-bél nagyitva, ha kell,
elérhetjiik, hogy egy cstics az atfogora keriiljon. Elég tehat az ilyen helyzeti négyzeteket vizsgalni. Ezek kdzéppontja
a haromszog derékszogének szogfelezGjén van. Forgassuk el ugyanis a négyzetet a kdzéppontja koriil derékszoggel gy,
hogy az AC-n levs csucsa a BC-n levébe menjen at. Ekkor az AC egyenes is atmegy BC-be, igy a koézéppont e két
egyenestsl egyenld tavolsdgban van, tehat rajta van a koztiik levs szog felezdjén.
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2. dabra



3. dbra

Annak a négyzetnek, amelyiknek az egyik cstcsa C-be esik, az ezzel szemkozti csicsa nincs kozelebb C-hez, mint a
C-bé6l indulé szogfelez6 M N-nel valéo P metszéspontja. Elég tehat megmutatnunk, hogy ha K és L kiilonbozik C-t6l,
akkor CP > KM.

Toljuk el C'P-t parhuzamosan a K P; helyzetbe, ekkor a K Py M haromszog két oldalat kell 6sszehasonlitanunk. Ezt
a veliik szemben levl szogek kozvetitésével fogjuk megtenni. A K M-mel, ill. K P;-gyel szemkozti szog PPy M <t-gel, ill.
P M Py <-gel nagyobb 45°-nal.

Jeloljiik K P, és M N metszéspontjat R-rel, R vetiilete PP;-en legyen S. P; RS héromszog derékszogi és egyenls
szara, tovabba S a P és P, pont kozt van, igy

PRP,< > SRPi<< = PP R<,

amibdl kovetkezik, hogy
PP, > PR.

Azt is tudjuk, hogy C'P felezi K M-et, igy felezi M R-t is, mert K R és C'P parhuzamos. Ezért
MP=PR< PPy, tehat MP,P< < PMP <.

De ekkor egyszersmind
MPKg<=MPP<+45° < PMP<+45°=KMPq,

amibdl viszont
KM < KP, =CP

kovetkezik, és ezt akartuk bizonyitani.

Megjegyzés. Gyorsabban befejezhetjiik a bizonyitést a keriileti szogek tételének felhasznalaséval: C;, K, P és M
egy koron van, mert K P 45°-0s szogben latszik C-bdl is, M-bél is. A kor kozéppontja a CP és KM hur felez6
merdlegesének metszéspontja. Mivel az el6bbi hir &tmegy az utébbi felezépontjan, a hirok kdzépponttol mért tavolsagai
egy derékszogi haromszog befogoja és atfogdja. A KM hurtol mért tavolsag az atfogo, tehat a nagyobbik, igy a KM
hur a kisebb.

II. megoldas. Azt mutatjuk meg, hogy ha egy KoLoMoNy = Ny négyzetet egy olyan K LM N = N helyzetbe
mozditunk el a sikban, hogy K és L csticsa a KoNy, ill. KoL félegyenesen maradjon, akkor N tartalmazni fogja az
My cstcsot. Ez valéban azt jelenti, hogy ha N benne van egy derékszogi haromszogben, amelyiknek derékszoge az
LoKgNy<, akkor irhatd a haromszogbe N-nél nagyobb négyzet, amelyiknek két oldala a befogdkon nyugszik.

Forgassuk elGszor el a négyzetet a kézéppontja koriil N koriiljarasaval ellentétes irdnyba hegyes szoggel, a K1 L1 M1 N, =
N; helyzetbe, majd toljuk el a végleges helyére. Ky és Ly egyenls tavol van Ny megfelel§ oldalatol a forgatas kovet-
keztében. Rajzoljunk olyan négyzeteket, amelyeknek egyik csticsa K7, ill. L1, mésik két csticsa N legkdzelebbi oldalan
van és K1-bdl, ill. Li1-bdl indulé atloja KoMy-lal parhuzamos. Ekkor a kérdéses atlok egyenlSk lesznek, igy megadjak
a kivant eltolas vektorat.

Azt kell még belatnunk, hogy az eltolas hossza nagyobb, mint a KoMy szakasz Ni-en tilnyilé darabja. Azonban
My tavolsadga L N1-t6l ugyanakkora, mint K1-é KqNp-tol, mert K1 Ny és MoNp, tovabba L1 N; és KoLg a két négyzet
egymésba mennek &t. Rajzoljuk meg azokat a négyzeteket, amelyeknek egyik csticsa My és két-két csiucsuk My Ni-en
van, ezek egyike tartalmazza a kérdéses szakaszt, az tehat nem nagyobb, mint a négyzet atloja, aminek hossza viszont
éppen az eltolas hossza. Ezzel ismét igazoltuk a segédtétel allitasat.



Megjegyzés. A bizonyitdsban nem hasznaltuk ki, hogy a nagy négyzetben tartalmazott két négyzet oldaldnak hossza
1 és 1/2 egység, igy a b) részben azt bizonyitottuk be, hogy ha egy N négyzetben elhelyezhetd egy N1 és No négyzet
gy, hogy ne legyen kozds belsd pontjuk, akkor N oldaldnak hossza legaldbb akkora, mint Niés No oldalhosszanak az

osszege. Ez lényegében megegyezik a P. 208. pontversenyen kiviili problémévaﬂ, igy a fentiekben annak is megoldasat
adtuk.

Iasd KOMAL 48. kitet 3. szam 126. oldal.



