I. Megoldas. Elgszor belatjuk, hogy az A pont hozzatartozik a mértani helyhez, vagyis hogy
AB? - sin283 + AC? - sin 2y = 4t.
Ekvivalens atalakitasokat végezve:

AB - AC'si
AB?-2sinf-cos 3+ AC? - 2sinycosy = 4 - %7

— sinﬁcosﬁ—i—&sin Ccos~y = sina
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sin~y cos 8 + cosysin 8 = sin «,
sin(8 4+ v) = sina,
amir6l viszont tudjuk, hogy érvényes, hiszen oo = 180° — (5 + ).
Hasonléan kaphatjuk, hogy B és C pont szintén hozzatartozik a mértani helyhez.
A feladat tovabbi részét koordinatageometriai iton oldjuk meg.

Legyenek a haromszog cstcsai A (a1;a2), B (b1;b2), C (c1;¢2) a P pont koordinatai pedig x és y. A feltétel szerint
tehat:

(1) sin 2a[(z — a)’ + (y — as)’] +sin 28[(z — b1) + (y — b2)]+

sin 27y [(z — 01)2 +(y— 02)2} = 4.
Mivel o, 8, v és t allandok, ez az egyenlet ilyen alakra hozhato (ekvivalens atalakitasok utén):
(2) Az® + Ay* + Bx + Cy+ D = 0.

Tudjuk, hogy a (2) egyenletet vagy csak egy pont elégiti ki, vagy egy kor pontjai elégitik ki, vagy pedig semmilyen
pont nem elégiti ki.
Mivel azonban A, B és C pontok kielégitik (2)-t, ezért (2) egy kor egyenlete.
(1) és (2) ekvivalenciaja miatt tehat a keresett P pontok mértani helye a haromszog koré irt kor.
Pdles Zsolt (Satoraljaujhely, Kossuth L. Gimn. )

II. Megoldas. Barmilyen ABC haromszogre érvényes a
(3) 4T = 2r?(sin 20 + sin 283 + sin 2)

Osszefiiggés.

Ugyanis — rendre a hegyes, tompa és derékszogt haromszogre —
T =T(AOB) + T(BOC) +T(COA) = %TQ sin 23 + %TQ sin 27y + %rQ sin o,
T =T(AOC)+T(COB) —T(AOB) = %TQ sin283 + %rQ sin 20 — %TQ sin(360° — 27),
T =T(AOC) +T(BOC) = %TQ sin 2ar + %TQ sin 213.
Ezek mindegyike viszont egyenls az els6vel, hiszen sin(360° — 2a) = — sin 2« és sin2 - 90° = 0. Az els6 Osszefiiggésbol

(3) nyilvanvalo.
Legyen PO =d, AOP< =¢, AOB< = 27y, BOC< =2« és COA< = 20 a szogek mindegyike iranyitott.
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Ekkor a

PA? =72 4+ d* — 2rd cose,
PB? = 1?4 d? — 2rd cos(2y — €),
PC? = r? + d* — 2rd cos(26 + ¢)

Osszefiiggések alapjan:

PA? - sin2a + PB?sin 28 + PC?sin 2y =
= (r? + d*)(sin 2a + sin 23 + sin 27) — 2rd(cos € sin 2a + cos(2y — €) sin 23 + cos(23 + ) sin 2),

2rd szorzotényezdjét alakitva:

cosesin 2a 4 cos 27y cos e sin 23 + sin 2y sine sin 23 + cos 2 - cose - sin 2y—
sin 28 sine - sin 2y = cose(sin 2« + cos 2y sin 25 4 cos 2[sin 27y) =
cose(sin2a + sin(283 + 2v)) = cose(sin 2 + sin(360° — 2a)) = cose(sin 2a — sin 2ar) = 0.

Azt kaptuk tehét, hogy
PA%sin2a + PB%sin 283 + PC?sin 2y = (2 + d?)(sin 2a + sin 28 + sin 27),

(a sik minden P pontjara). Ezt és (3)-at Osszevetve, a kérdés igy tehetd fel: mi azon P pontok mértani helye, amelyekre
(r? + d?) (sin2a + sin 28 + sin 2) = 2r%(sin 2 + sin 23 + sin 27), vagyis:

(r? — d?)(sin 2a + sin 28 4 sin 27) = 0.

Mivel sin 2a + sin 28 4 sin 2y # 0, ezért 72 — d* = 0, vagyis a mértani hely a haromszog koré irhato kor.
(sin 2a + sin 23 4 sin 2y azért nem lehet nulla, mert 47 = 272 (sin 2« 4 sin 23 + +sin 27) > 0).

Kiss Emil (Budapest, Fazekas M. Gyak Gimn. )



