
Teljes induk
ióval belátjuk, hogy az an sorozat monoton n®. A rekurziós képletb®l világos, hogy az an szám

egy fels® be
slése an+1-re alsó be
slést von maga után. Nem várható ezért, hogy an ≦ an+1-b®l an+1 ≦ an+2-re

következtethetünk. Célszer¶ tehát az induk
ióval bizonyítandó állítást an−1 ≦ an ≦ an+1 alakban megfogalmazni.

Közvetlen számolással 1 = a1 ≦ 2 = a2 ≦ 2 = a3, azaz n = 2 esetén az állítás teljesül.

Tegyük fel, hogy valamely rögzített n-re an−1 ≦ an ≦ an+1 és mutassuk meg, hogy ebb®l an ≦ an+1 ≦ an+2

következik. an ≦ an+1 az induk
iós feltevés szerint fennáll, így az an+1 ≦ an+2 állítást kell igazolni.
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Mivel a de�ní
ió szerint an · an+1 = an + n, a most igazolt monotonitás szerint a
2
n
≦ an + n, azaz

(

an −
1

2

)2

≤ n+
1

4
, n = 1, 2, . . . .

Másrészt

(

an −
1

2

)2

=

(

1

2
+

n− 1

an−1

)2

=
1

4
+

n− 1

an−1

(

1 +
n− 1

an−1

)

=
1

4
+

n− 1

an−1

an ≧
1

4
+ n− 1 = n−

3

4
,

hiszen

an

an−1

≧ 1.

Gyökvonással a

√

n−
3

4
≦ an −

1

2
≦

√

n+
1

4

egyenl®tlenségekre jutunk, ahonnan

1

2
+

√

n−
3

4
−
√
n ≦ an −

√
n ≦

1

2
+

√

n+
1

4
+
√
n.

Tetsz®leges c konstans esetén
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