Egy N természetes szam tizes szdmrendszerben kiirva akkor és csak akkor kezdédik az adott 1, 9, 7, 3 jegyekkel,
ha alkalmas k mellett
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k jelenti az 1973 utan all6 jegyek szamat.) Eszerint ha n egy adott természetes szam, az il alaki tortek kozott olyat
g g &

kell talalnunk, amelyik 1973 és 1974 kozé esik. 10-es alapa logaritmust hasznélva feltételiinket
lg 1973 <jlgn—k <lg 1974

alakba irhatjuk. Altalanosabban, igazoljuk a kovetkezo allitast: tetszoleges 0 < A < B szamokhoz és tetszéleges o > 0
irracionalis szdmhoz talalhaté olyan k és j természetes szam, hogy

A<ja—-k<B teljestl.

1
Valasszunk egy M egész szamot, amelyre i < B— A. Ha sikeriil taldlni olyan q egész szamot, amelyre 0 < ga— [ga] <

1
i akkor a (qa—[qa]) szdm egy egész tobbszOrose biztosan az (A, B) intervallumba esik és igy allitdsunkat is belattuk.

Vegytink fel egy egységnyi hosszisaga K korvonalat és jeloljiink ki rajta egy P(0) kezdSpontot. Ezutan minden
x > 0 valos szdmhoz rendeljiik hozza a K korvonal P(x) pontjat tgy, hogy P(0)-bol kiindulva pozitiv irdnyban x
hosszisagu ivet mériink a korre és ennek végpontja P(x). Vilagos, hogy P(z) = P(y) pontosan akkor teljesiil, ha z —y
egész szam. Eszerint a P(ga) = P(ga — [qa]) pontok (¢ = 0,1,2,...) mind kiilénb6zsk, hiszen a irracionalitdsa miatt
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g1 — @a nem lehet egész q1 # go esetén. Koriinket a P(0) P (M)’ P (M) P (M)’ o, P (1 M) P(0) ivekkel

osszuk M egyenl6 részre. Az M + 1 darab P(a), P(2a), ..., P((M + 1)a) pont kdziil van ketts, amely ugyanarra az

ivre esik, azaz mondjuk P(q1a) és P(gacr) tavolsaga a korén mérve M—nél kisebb. Legyen ¢1 < q2, g2 = q1 +d. A

P(qra+ da) pont P(gi)-hoz viszonyitva ugyanugy helyezkedik el, mint P(da) a P(0)-hoz képest, azaz P(da) vagy a
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P(0)P (M) vagy a P <1 - M) P(0) iven van. Az elsg esetben készen vagyunk, a masodikban az el6z6 gondolatmenet
megismétlésével vegylik észre, hogy P(da), P(2da), ..., P(kda) egymas utan ugyanagy helyezkedik el, mint P(da)

1
a P(0)-hoz képest, azaz egyenls tavolsagban negativ forgas szerint kovetik egymast, és ez az egyenld tavolsag M—nél

p 1
kisebb. Igy ez a sorozat a P(0)P (M) ivet nem ugorhatja at, tehat alkalmas k-val P(kda) ezen az iven van.

Most mar csak azt kell belatnunk, hogy lg n irraciondlis, és igy a = 1g n valasztassal alkalmazhato a fenti észrevétel.
Ha a p > 0, ¢ > 0 egész szamokra lg n = = fennéllna, akkor ebbdl n = 1079, azaz nY = 10P kdvetkezne. Az

n? = 2P . 5P felbontasabol lathato, hogy 10|n és hogy n-nek, 2-t6l és 5-t6l kiilonboz6 torzstényezGje nem lehet. Innen
mar vilagos, hogy n maga is hatvanya 10-nek, hiszen n = 2% - 5% alapjan 2. 5%7 = 2P . 5P-bsl a = f3
Am a feladat feltétele szerint n # 10% (k =0,1,2,...,).
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