Az 1. 4bran lathato lest 7 egybevagd kockabol all: egy kozponti kockabol és a hozza a lapjain keresztiil csatlakozo
masik hat kockabol.

1. dbra

A tér kivant kitoltését ugy készitjiik el, hogy el6szor egybevago kockakkal toltjiik ki a teret, majd ezeket hetes csopor-
tokba szervezziik, a részeket mintegy utdlag ragasztjuk ossze, hogy a kivant alakzatokat megkapjuk. Ennek érdekében
természetesen olyan csoportokat alkothatunk, amelyekbdl az 1. 4bra alakzata kialakul.

Toltsiik ki tehat a teret az 1. dbran lathato testet alkotd kockikkal egybevagd kockdkkal. Vegyiink e kockakbol
egy ,vizszintes” réteget, azaz vegyiik ki koziiliik azokat, amelyek kdzéppontjai az egyik olyan sikban vannak, amelyik
parhuzamos a kockak valamelyik lapjaval. Ebben az S sikban a kockdk metszetei négyzetracsot alkotnak. Az olyan
csoportnak, amelynek a kdzponti kockajat metszi az S sik, 6t eleme van az S sikban, ezek metszete a 2. abra alakzata.
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2. abra

Ezeken kiviil még azoknak a csoportoknak metszi valamelyik elemét S, amelyek kozponti eleme az S {6lotti vagy
az S alatti, a valasztott réteggel kdzvetleniil szomszédos rétegben vannak. Egy ilyen csoportnak egyetlen elemét metszi
S, ezeket a metszeteket F-fel vagy A-val jeloljiik aszerint, hogy a centrumuk S felett vagy alatt helyezkedik-e el. Az
S-en levs négyzetracsot tehat a 2. abran lathatd kereszt alaka K alakzatokkal, és F-fel és A-val jelolt négyzetekkel
kell kitoltetniink.

Vérhatéan minden rétegben ugyanolyan stirtin helyezkednek el a csoportcentrumok, emiatt e harom alakzatot
ugyanolyan stirtin kell elhelyezniink, ami most azt jelenti, hogy a sik elég nagy részeiben koriilbeliil ugyanannyi K-
nak, A-nak és F-nek kell lennie. Azt is mondhatjuk, hogy mivel az 1. abran latott testtel egybevago alakzatokban
minden centrumot hat masik kocka 6vez, centrumul csak minden hetedik kockat célszerid valasztani. Legegyszertibben
ugy tehetiink ennek eleget, ha ez minden sorban teljesiil. Vizsgaljuk meg tehat, hogy a 3. 4bran megkezdett rendszer
folytathato-e el6szor az S sik, majd az egész tér kivant felbontaséig.

3. dbra

Nevezziik a most elhelyezett centrumok sorét elsének, és a felette levét masodiknak. Ebben a méasodikban is lesznek
centrumok, mégpedig minden hatos kbézben (hat szomszédos tires, négyzetben) egy-egy centrum. Nem lehet centrum a
hatos kozok széls6 eleme, mert ekkor a ra épiil6 K alakzat beleiitkdzne a mar elhelyezett K-ba, igy csak a hatos kézok
szélétsl szamitott masodik vagy harmadik négyzet lehet centrum. Legyen mondjuk a masodik négyzet a centrum (4.
abra).

g.L

i 1 &

4. dbra



Ha ezt kovetSen minden Gj sorban a hatos kozokben balrol szamitott masodik négyzetet valasztjuk centrumnak,
az b. dbra rendszeréhez jutunk.
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5. dbra

AttekinthetGség kedvéért csak a C centrumokat jeloltitk, a csatlakozo négyzeteket palcikak jelzik. Minden hatos
blokkban két szabad hely van még, ezek lesznek felviltva az alulrdl, illetve feliilrgl benyuld A, illetve F' elemek.
(Megfigyelhetjik, hogy az 5. abran fiiggslégesen elhelyezkedd hatos blokkokban a széliiktSl szamitott 3. négyzet a
centrum, ha tehat inditaskor a 3. négyzetet valasztjuk centrumnak a 4. adbran, akkor is lényegében erre a rendszerre
jutunk.)

Az 5. abra rendszere mar kijeloli az S feletti réteg rendszerét is, legalabbis e rendszer centrumait és A-jait, hiszen
az S-beli centrumok ebben a rétegben A-ba mennek &t, igy nyilvan a hidnyz6 négyzetek lesznek az F-ek. Azt is
mondhatjuk, hogy tugy kapjuk meg ezt a rendszert, hogy az 5. dbra rendszerét ugy toljuk el az 5. abra sikjaban,
hogy a centrumok A-ba mennek at. Gondot okoz azonban, hogy az igy kialakul6 térbeli rendszert nehéz attekinteni.
Vizsgaljuk meg, hogy melyek lesznek azok a kockdk a térben, amelyeket centrumul valasztunk. Valasszunk a jobb
attekintés kedvéért a térben olyan koordinata-rendszert, amelynek z-tengelye az 5. abra vizszintes egyenese, y-tengelye
az 5. abra fiiggsleges egyenese, egysége egy kis négyzet oldala, és origdja az 5. dbra valamelyik centrumnégyzetének
a kozéppontja. Az 5. abran minden centrumbol Gjabb centrumot kapunk, ha az e (7,0,0) vagy az f (2, 1,0) vektorral
eltoljuk. Az 5. abra sikjatol a térbe kilépve tjabb eltolast ad az 5. dbra centrumait az F-ek feletti centrumokba
vivé g (3,0,1) eltolas. Azt varjuk tehat, hogy a térben azok a kockik lesznek centrumok, amelyek elgallithatok az
orig6t tartalmazo kockabol véges sok eltolas lancolataval, ha e lancolat minden eleme +e, +f, +g valamelyike. Azt is
mondhatjuk, hogy azok a kockak lesznek centrumok, amelyek kozéppontjainak r (z, y, z) helyvektorai elGallithatok

r = ke +mf + ng
alakban, ahol k, m, n egész szamok. Ezt az egyenletet a vektorok koordinataira atirva az

z=Tk+2m+ 3n
y=m

zZ=nNn

egyenletrendszert kapjuk, ami akkor és csakis akkor oldhaté meg az egész szamok korében, ha z, y, z olyan egészek,
amelyekre x — 2y — 3z oszthatd 7-tel.

Valasszuk tehat centrumoknak azokat a kockakat a térben, amelyek kdzéppontjainak x, y, z koordinatiira az
(x — 2y — 32) kifejezés oszthatod 7-tel. Megmutatjuk, hogy a térben minden kocka vagy centrum, vagy egy — és csakis
egy centrummal szomszédos, azaz egy és csakis egy centrumnak valasztott kockaval van kézos oldallapja. Legyenek egy
tetszbleges Ko kocka kdzéppontjanak a koordinatai (x, y, z), és tekintsiik az N = « — 2y — 3z szamot. Ha N oszthato
7-tel, a K kocka centrum. Ha ez 7-tel osztva 1-et vagy 6-ot ad. marhadékul, akkor az (x —1, y, 2),ill. az (z+1, vy, 2)
pontot tartalmazo kocka centrum. Ha az N : 7 osztas maradéka 2 vagy 5, akkor az (z, y+1, 2), (z, y— 1, z) pontok
adjak a K-lal szomszédos centrum kozéppontjat. Ha pedig a maradék 3 vagy 4, akkor (z, y, z+1), illetve (x, y, 2—1)
a kivant centrum. A valasztott csoportositas helyességét ezzel bebizonyitottuk, a megoldast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Elokészithetjik a tér kitoltését az épitStest két modellével valé rendszeres probalgatassal is (s6t
esetleg csupan elképzeléssel). Jeloljiik a test magjahoz ragasztott kockakat az A (also), F' (felss), E (eliils6), H (hatso),
J (jobb), B (bal) bettikkel és ugyanigy ezek lapjait is, pl, egy test eliils¢ kockajanak jobb oldali lapja EJ.

A Ty épit6test EJ lapjahoz a Ty testbdl illeszkedd kocka nyilvanvaléan a JE laphoz is illeszkedik. Pontosabban:
az EJ-hez illeszkedd lap Th-nek valamilyen X B lapja lesz, ahol X az F, A, B és H kockadk valamelyike. A fenti



megoldasban az F'B lap ez, és ekkor T5>-bsl F'H illeszkedik T3-nek JE lapjdhoz. Tovabba Th-nek B és H kockaja is
2-2 lapjaval illeszkedik T7-hez: a BF, BH, HF, HB lap rendre T1-nek FA, AE, JA, AJ. lapjéhoz, vagyis a két
épitttest 66 lapjaval illeszkedik egymashoz (6. abra).

X helyére A-t vége ennek az illeszkedésnek egy vizszintes sikon valo tiikorképét kapnank.
X B-ként Ty-nek BB lapjat valasztva még & BH és a HB lap illeszkedik T1-nek JE, JJ lapjadhoz, mas illeszkedés
ekkor nincs koztiik (7. abra).

A 4. abra szerinti csatlakozas ennek tiikorképe egy az F lapokkal parhuzamos sikra. (X = H esetén, hasonloan a
7. abrabeli helyzetnek egy tiikorképét kapnéank, ti. amikor 77 magjanak azon az atlés sikjan tiikroziink, amely atmegy
az E és J kockak kozos élén. Ezzel attekintettiik a 73 test EJ lapjanak minden illeszkedési lehetGségét.

Vegyiik észre, hogy itt T7-nek is, T»-nek is 1-1 kiilsg, a konvex burkiba tartozé — mondjuk igy: véglapja szerepel az
illeszkedésben: JJ, illetve BB; a tovabbi 2-2 illeszkedés lapjait pedig kézenfekvs beugrs lapoknak nevezni. A 6. dbra,
szerinti — szoros; 6-6 lap menti — illeszkedésben viszont mind a 6 illeszkedd lap beugro (két kiilonb6z6 nagybettivel
megjelolt) lap.

Mivel egy épit6testnek 6 véglapja van, kézenfekvd ebbdl az a sejtés, hogy a térkitoltésben — ha ez lehetséges —
T1-hez 6 masik test illeszkedik a 7. abra szerint, lazabban, 3-3 lap mentén (természetesen alkalmas elforditasokkal
értve az abrat), ezzel T1-nek 6 -3 lapjanak illeszkedése intéz6dik el; a hatralevé 6-5—6-3 = 6 -2 lap mar mind beugrd
lap, ezekhez pedig 2 masik épitétest ,szorosan” illeszkedik, tehat T1-hez egyiittvéve 8 masik test illeszkedik.

Arrél mér konnytd meggy6z6dni, modellekkel (elég hozza 3 példany), hogy Ti-nek ez a koriilépitése valoban lehet-
séges, és ebbdl adodik az az djabb sejtés, hogy ezzel a tér kitoltési mddja is egyértelmiien meg van hatarozva. Ezt
azonban természetesen még bizonyitani kell. Szoros illeszkedésben /3 egység, a laza esetben pedig v/5 egység a két
test centruménak tavolsaga.

2. Fjodorov (1880-ban) és H. Minkowski (1897-ben) orosz matematikusok megadtak az 6sszes — lényegében kiilon-
b6z6 — olyan konvex testet (poliédert), melyekkel a teret ki lehet tolteni.



