I. megoldas. Ha f minden gydke valos, akkor elgallithato gyoktényezsinek a szorzataként:

(1) fl@)=Alx —z1)(x —22) ... (x — x),

ahol A az f legmagasabb foku tagjanak az egyiitthatoja (A # 0), n az f fokszadma és x1, 22, ..., T, az f — nem
feltétleniil kiilonboz6 — gyokei. Azt mondjuk, hogy valamely xg szdm az f-nek k-szoros gyoke, ha az x1, xa, ..., z,
szamok kozott pontosan k egyenls xg-lal, azaz ha

2 @)= (z —=0)" - g(z),  ahol  g(xo) #0.

Megmutatjuk, hogy ha x¢ az f-nek k-szoros gyoke, akkor az
F(x) = f(z) + Af'(2)

polinomnak zo(k — 1)-szeres gyoke. Valoban, ha f (2) alakua, akkor
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F(z) =(z —0)" - g(2) + \k(x —20)" " - g(w) + ANz — 20)" - ¢'(2) =

(x — xo)k_lG(x),

ahol .
G(x) = (x —xo) - g(x) + Ak - g(x) + Az — x0) - ¢' (%),
tehat
G(zo) = Ak - g(zo) # 0.
Jeloljiikk f kiilonb6z6 gyokeinek a szamat m-mel, és tegyiik fel, hogy ezek rendre «;-szeres, aws-szeres, ..., Q-
szeres gyokei f-nek. Akkor ezek rendre (ay — 1)-szeres, (ag — 1)-szeres, ..., (am, — 1)-szeres gyokei F-nek, és mivel

a1+ a2+ ...+ @y, = n, igy mar (n — m) gyokét ismerjiik F-nek. Megmutatjuk, hogy ha A # 0, amint azt nyilvan
feltehetjiik, akkor f barmely két szomszédos gyoke kozott van F-nek valos gyoke. Ezzel djabb (m — 1) valos gyok
létezését bizonyitjuk, és ez elég is, hiszen ha F-nek (n — 1) gyoke valos, akkor

Flz) = Alz —yi)(z —y2) ... (2 = yn1) - Fr(2),

ahol F(x) els6foku polinom, tehat Fi-nek van még egy valos gyoke.
Legyen tehat a és b az f két szomszédos gyoke:

f@) = (z—a)*(z - 1) h(z),

ahol a h polinomnak nincs az a < x < b szakaszon gyoke.

F(x) = (z— a)ail(x — b)571 . {(:1: —a)(x —b) [h(aj) + /\h’(x)] + [04(3: —b)+ Bz — a)] }

Itt a kapcsos zarojelben allo kifejezés értéke x = a mellett a(a — b), ami negativ, x = b mellett S(b — a), ami pozitiv,
ha pedig egy polinom (vagy altaldban egy folytonos fiiggvény) egy szakasz két végpontjaban kiilonb6z6 elGjeld, akkor
a polinomnak van ezen a szakaszon gyoke. A bizonyitast ezzel befejeztiik.

II. megoldas. Legyen z = a + bi az F(z) polinomnak tetsz6leges gyoke. Megmutatjuk, hogy b = 0, azaz z valds.
Nyilvan feltehetjiik, hogy A # 0. Mivel F(2) = f(2) + Af'(z) =

f'iz) _ 1

flz) X
tehat f'(2)/f(z) valos. Tekintsiik f-nek az (1) alakjat, akkor
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ami csak ugy lehet valés, ha b = 0. Feladatunk allitdsat ezzel beblzonyltottuk.



