Tegyiik fel, hogy f(x) fiiggvény kielégiti a feladat feltételeit. Ekkor barmely k egész szamra
(1) fk-2)=k- f(z),

hiszen a b) feltételt az x, n -z (n természetes szam) péarokra felirva adodik, hogy f((n+1)-z) = f(z) + f(n - x),
amibdl teljes indukcioval kovetkezik, hogy f(n-z) =n- f(z).

Ko6nnyt belatni, hogy f(0) = 0. Alkalmazzuk b)-t az x1 és xo = 0 szamokra: f(z1+0) = f(x1)+f(0), innen f(0) =0
adodik. Ennek ismeretében a b) feltételt az n - x és —n - x szamokra alkalmazva kapjuk, hogy f(—n-z) = —n- f(x).

k
Ha r racionalis szam: r = —, ahol k, m egészek és m # 0, akkor (1)-et kétszer alkalmazva
m

b s = fthea) = 1 (- (Ea) ) =g (£a).

amibdl m-mel vald osztassal

(2) fr-z)=r-f(z)
Ebbdl a c) feltétel alapjan minden racionalis helyen
(3) flr)=r.

Az a) feltétel kihasznalasaval megmutatjuk, hogy (3) az irracionalis szamokra is fennall Tegyiik fel, hogy f(z)
korlétos az (a, b) intervallumban és legyen x irraciondlis szdm. Ekkor barmely r racionalis szamhoz talalhaté olyan
t valos szam, hogy tr az (a, b) intervallumba esik, és hogy rzo + ¢r racionalis. Igy a (3), a b) és (2) alapjan

v +tr = f(rag + tr) = f(rao) + f{tr) = 1 f(wo) + F(tr),
amibdl
tr — f(tr) = (f(zo) — o) .

Mivel itt r tetsz6legesen nagy racionélis szam lehet, és a bal oldalon &ll6 mennyiség korlatos, ez csak ugy lehet
igaz, ha f(xo) = xo, tehéat a feladat feltételeit csak az f(x) = x fiiggvény elégiti ki.

Megjegyzések. 1. Megoldasunkbol az is kiolvashatd, hogy a korlatossag helyettesithets feliilrsl vagy alulrol valo
korlatossaggal is.
2. Megmutathato, hogy ha az a) feltételt elhagyjuk, akkor van az f(x) = z fliggvénytdl kiilonb6z6 megoldas is[]

! Matematikai Lapok, feladatrovat 166. feladat. Megoldasa a 20. évfolyam (1969) 415. oldalan



