A feladatban szereplé 100-as szdmnak észrevehetGen semmi szerepe nincs, az allitas tetszéleges n = 5 természetes
szamra igaz, ezt fogjuk bizonyitani.

Irjunk az adott pontok koré egységsugart gomboket. Ezek koziil akarhogy vesziink ki négyet, van olyan pont,
amelyik mindegyikben benne van, hiszen a gémbok kozéppontjait a feltevés szerint tartalmazo egységsugara gomb
kézéppontja minden esetre ilyen mind a négy gémbben bennelevs (vagy a gdmbok hataran levs) pont. Elegendd lesz
megmutatni, hogy van olyan pont, amelyik mindegyik gémbben benne van, hiszen egy ilyen koriil egységsugari gombot
rajzolva, az Osszes gomb kozéppontjat, vagyis az Osszes adott pontot (a belsejében vagy a hataran) tartalmazé gdombaot
kapunk.

Azt fogjuk bizonyitani, hogy ha adott a térben (n = 5) gémb tgy, hogy barmelyik négyhez talalhat6 olyan pont,
amelyiket mind a négy tartalmazza, akkor olyan pont is van, amelyiket mindegyik gémb tartalmazza. Az allitas
n = 4 mellett semmitmondoé. Tegyiik fel, hogy mar bebizonyitottuk az allitast az n-nél kisebb természetes szamok
mindegyikére (n > 4), és legyenek a G1, Go, ..., G,, gdmbok olyanok, hogy koziiliik barmelyik négyhez talalhato olyan
pont, amelyiket mind a négy tartalmazza. Ha elhagyjuk a gémbok koziil — mondjuk — az i-ediket (i = 1, 2, ..., n),
a visszamarado (n — 1) gombre alkalmazhaté a mér bebizonyitott allitds. Emiatt van olyan P; pont, amelyikrsl G;
kivételével tudjuk, hogy mindegyik gémb tartalmazza.

Tekintsiik a Py, Py, P5, Py és Ps pontokat (itt hasznaljuk ki, hogy n 2 5). Megmutatjuk, hogy ezek két csoportba
oszthatok ugy, hogy a két csoport konvex burkidnak van kozos pontja. Ez a kozos pont lesz az a pont, amelyiket az
Osszes gomb tartalmaz. Legyen ugyanis a mondott csoportositas példaul, (Py, Pa, Ps) és (Py, P5). A P, P>, P; pontok
konvex burkdban levé pontokrél tudjuk, hogy minden, 1-t6l, 2-t6l, és 3-t6l kiillonboz6 i-re a G; gomb tartalmazza
6ket. A Py, Ps; pontok konvex burkdban levé pontokrol tudjuk, hogy minden, 4-t6l és 5-t6l kiilonb6z6 i-re a G; gobmb
tartalmazza Gket. Tehat ha egy pont mind a két konvex burokban benne van, azt az 6sszes gomb tartalmazza. Hasonld
meggondolas vezet célra tetszleges csoportositas esetén is.

Azt kell tehat mér csak belatni, hogy ha adott 6t pont a térben, két csoportra oszthatjuk cket ugy, hogy a két
csoport konvex burkanak van k6zos pontja.

Ha valamelyik benne van a t6bbi konvex burkdban, ez nyilvanvalo.

Ha egyik sincs benne a tobbi konvex burkdban, de koztiik négy egy sikban van, azok konvex burka csak négyszog
lehet. Ekkor egyik csoport legyen ennek a négyszognek két atellenes pontja, és a masik csoport a tobbi. Mivel a két
atld metszi egymast, ez megfelel6 csoportositas.

Végiil, ha egyik sincs benne a tobbi konvex burkaban, és nincs koézottiik négy egy sikban, legyen AB a pontok konvex
burkinak az egyik éle. A-hoz és B-hez rendre hozzévéve a masik harom pont koziil az egyiket, harom haromszoget
kapunk, ezek koziil kettd oldallapja a konvex buroknak, a harmadik nem. Legyen ez a harmadik az ABC haromszog. Ha
ennek van a konvex burok belsejében futé éle, annak két végpontja legyen az egyik csoport, ha ilyen nincs, a haromszog
hérom cstcsa legyen az egyik csoport. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy az egyik csoportba egy haromszog harom
csucsa tartozik, a masikba egy ezt a haromszoget atdof6 szakasz két végpontja. Ez a csoportositas tehat megfelels.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. A fenti megoldas némi rokonsagot mutat a P. 164. feladat megoldésévaﬂ. A rokonsag oka, hogy a
bizonyitott allitasok a koévetkezs, Helly-t6l szarmazo tétel specidlis esetei. Ha adott a k-dimenzids térben véges sok
konvex halmaz gy, hogy bdarhogy veszink kozilik (k4 1)-et, azok metszete nem tres, akkor van olyan pont, amelyik e
konvex halmazok mindegyikében benne van. Mindkét feladat megoldasaban ennek a bizonyitasat mondtuk el a specialis
koriilmények adta egyszertsitésekkel élve. Igaz az allitas végtelen sok konvex halmagzra is, ha koziiliikk legalabb az egyik
korlatos, és mindegyikiik zart.

A 164. feladat megoldasaban tulajdonképpen kényelmesebb lett volna ezt a valtozatot hasznalni, ehhez azonban
a teljes indukcidés bizonyitas helyett méas bizonyitast kellett volna taldlni. Jol latszanak a felmeriil6 nehézségek, ha
a k = 1 esetre gondolunk, ebben az esetben ugyanis a mondott allitas kdvetkezménye a kovetkezs tétel: ha adott a
racionélis szamoknak két részhalmaza gy, hogy az elsé balra van a mésodiktél a szdmegyenesen abban az értelemben,
hogy az elsének barmely eleme kisebb a masodiknak barmely eleménél akkor van olyan valés szadm, amelyiknél az els6
részhalmaz barmely eleme kisebb, és amelyiknél a masodik részhalmaz barmely eleme nagyobb.

Szokas ezt a tulajdonsagot a valos szamok egyik axidmajanak is tekinteni. R. Dedekind (1831-1916) német mate-
matikus vezette be ezt az axiémat, az 6 emlékére nevezik a szamegyenes ilyen tipust kettévagasat ,Dedekind szeletnek”.

ILasd ezen szdmban, 117. oldal.



