Ha a pontok egy egyenesen vannak, az allitas konnyen belathat6. A kovetkezé megoldas azonban ebben az esetben
nem mikodik, ezért ennek az esetnek a tisztazésat az olvaséra hagyjuk.

Kossiik 0ssze egyenessel a pontrendszerhez tartozo pontparokat, és tekintsiik az igy kapott egyenesek altal hatarolt
félsikokat. Nevezziink egy ilyen félsikot ,telitett”™nek, ha a pontoknak tobb mint (2/3)-a benniik van. Megmutatjuk,
hogy a telitett félsikok metszete nem iires, és a metszet barmely pontja valaszthato a feladatban szereplé P pontnak.

Tegyiik fel az els6 allitasunkkal ellentétben, hogy a telitett félsikoknak nincs k6z6s pontjuk. Nevezziink egy termé-
szetes k szamot ,elvalasztd’-nak, ha talalhato a telitett félsikok kozott k ugy, hogy ezek metszete mar iires. Eszerint a
telitett félsikok IV szama elvalaszto. Vegyiik a legkisebb elvalaszté szamot, és jeloljiik azt m-mel. Két esetet kiillonboz-
tetiink meg aszerint, hogy m egyenl6-e 3-mal vagy sem.

Ha m = 3, akkor legyen Si, Sa, S3 az a harom telitett félsik, amelyek metszete iires (1. abra; ha t6bb ilyen van,
ugy az Si, S2, S3 harmas barmelyikiik lehet).

1. dbra

Jeloljiik az Sy és So k6z0s részében levs pontok szamét x-szel, a csak Si-ben levd pontokét z1-gyel, a csak Sa-ben
levgkét xo-vel. Feltevéseink szerint egyrészt
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x+x1>§n és x+x2>§n

masrészt
r4x + 22 S0,
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tehat © > —mn. Hasonldéan kapjuk, hogy Sy és S3, valamint S3 és S; metszetében is gn—nél tobb pont van, ami

nyilvanval6 ellentmondas.

Ratériink az m > 3 eset vizsgalatara. Legyenek S, Sa, ..., S,, azok a telitett félsikok, amelyek metszete iires (ha
tobb lehetség van a valasztasra, ismét tetszGlegesen valaszthatunk). Mivel m a legkisebb elvalaszto szam, akarhogy
hagyunk el egyet e sikok koziil, a tobbiek metszete mar nem lehet iires. Legyen P; olyan pont, amelyik S; kivételével
mindegyik mondott félsikban benne van (i = 1, 2, ..., m). Tekintsiik a Py, P2, Ps, P, pontok konvex burkat: ha ez egy
szakasz vagy haromszog, legyen Q a Py, Py, P3, Py pontok koziil az, amelyik nem csicsa (vagy végpontja) a konvex
buroknak, ha pedig négyszog, akkor @ legyen az atlok metszéspontja. Konnytd ellendrizni, hogy ez a @ az S; sikok
mindegyikében benne van, tehat ismét ellentmondésra jutottunk.

Ezzel belattuk, hogy van olyan P pont, amelyik mindegyik telitett félsikban benne van. Azt kell még megmutatnunk,
hogy minden P-n atmend egyenes mindkét partjan legalabb n/3 pont talalhato. Ismét tegyiik fel, hogy ez nem igaz, és
legyen e olyan P-n dtmend egyenes, amelynek egyik oldalan (az Fy félsikban) (n/3)-nal kevesebb pont van (2. abra).
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Akkor e-nek a masik oldalan (az F félsikban) — az e-n levd pontokat nem is szamitva — t6bb mint 3" pont van.

Ha van e-n az adott pontok koziil valo, legyen @ koztiik a P-t6l legtavolabbi (ha két ilyen pont is volna, ezek egyike).
Ha ilyen pont nincs, forgassuk e-t P koriil pozitiv forgasiranyba mindaddig, amig az adott pontok valamelyikébe nem
iitkozik. Ha ebben a helyzetben van rajta Fs-beli adott pont, @ legyen ezek koziil a P-hez legkdzelebbi; ha ilyen nincs,
Q@ legyen a P-t6l legtavolabb levs, az egyenesen levs adott pont.

Forgassuk tovabb e-t @ koriil olyan irdnyban, hogy e 1j helyzetében P és az Fij-beli adott pontok e-nek ugyanazon
az oldalan legyenek. Tartson ez a forgatas mindaddig, amig a pontrendszer Gjabb pontjaba nem iitkozik. Mivel a pontok
nem az egyenes pontjai, ez hamarabb bekovetkezik, mint hogy kiindulé helyzetiinkbe visszatériink. Forgatas kdzben
egyetlen adott pont sem keriilt 4t e egyik oldalarél a masikra, e-nek tehat a P-t nem tartalmazo oldala telitett félsik,
amelyikben P nincs benne. Ismét ellentmondasra jutottunk, ezzel az elérebocsatottak értelmében a feladat megoldasat
befejeztiik.



