Legyen P a tetraéder tetszéleges bels6 pontja, és mondjuk azt, hogy a tetraéder valamelyik lapja P-re nézve labilis,
ha P-nek az illet6 lap sikjan levé meréleges vetiilete kiviil van a testen. Megmutatjuk, hogy ha P-re egy bizonyos feltétel
teljesiil, akkor a tetraédernek legfeljebb két, a P-re nézve labilis lapja lehet. Ez a bizonyos feltétel olyan lesz, hogy az a
sulypontra mindig teljesiil; ezzel tehat belatjuk a feladat allitdsat. — Itt nem fogjuk megvizsgalni, hogy elképzelhetG-e
olyan tetraéder, melynek van olyan — a sulyponttol kiilonbdz6 — belsé pontja, melyre ez a feltétel nem teljesiil, csak
megjegyezziik, hogy ilyen példa megadhato.

Legyen tehat P egy adott pont a tetraéder belsejében, melynek egy bizonyos késGbb tisztazandd tulajdonsiga
megvan. Ha a tetraéder valamelyik lapja P-re nézve labilis, P-t6] az illetd lap felé a P-bdl a lapra bocsatott meréleges
mentén haladva el6bb lépiink ki a tetraéderbél, mintsem az illet6 lapot elérnénk, a meréleges egyenes el6bb a tetraéder
valamelyik masik lapjat metszi. Mondjuk azt, hogy ez a masik lap P-bé&l nézve takarja az illet§, P-re nézve labilis
lapot.

Az ilyen, labilis lapokat takaro lapok mindig kozelebb vannak P-hez, mint maga a labilis lap, hiszen mar a labilis
lapra meréleges egyenes mentén van a P-hez kozelebbi pontjuk. Emiatt a P-hez legkdzelebbi lap nem lehet P-re nézve
labilis, a tobbi lap ugyanis nem tudja takarni. Egy nem labilis lap — nevezziik az ilyet stabilnak — tehat tetszéleges
P-re nézve létezik.

Jeloljiik ennek a lapnak a sikjat Si-gyel, P-nek Si-en levé vetiiletét Pi-gyel. A PPy egyenes még egy pontban
metszi a tetraéder feliiletét, jeloljiik ezt QQ-val, és az dtmetszett lap sikjat So-vel. Ha So stabil, akkor mar csak a még
nem emlitett lapok lehetnek labilisak, allitasunk tehat igaz.

Elsfordulhat azonban, hogy S2 labilis. Jeloljiik ekkor az So-t takaro lap sikjat Ss-mal, a negyedik lapsikot S4-gyel,
és vizsgaljuk meg, mi a feltétele annak, hogy S3 stabilis legyen. Ss-at So nyilvin nem takarhatja, hiszen Ss kozelebb
van P-hez, mint Ss. Megmutatjuk, hogy Ss-at Sy sem takarhatja, és ha P nincs tul kdzel S-hez, pontosabban mondva,
ha
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akkor S7 sem takarhatja Ss-at. Ha tehat P-re teljesiil (1), akkor vagy mar Ss stabilis, vagy ha ez nem is az, akkor S3
biztosan az. — Amennyiben P a tetraéder sulypontja, akkor (1) teljesiil, hiszen ekkor
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Jeloljiik a tetraéder S;-vel szemkozti csticsat A;-vel, P-nek S;-n levs vetiiletét Pi-vel (i =1, 2, 3, 4). A P, pontbol
a PQ) szakasz derékszog alatt latszik, P tehat rajta van a PQ feletti Thalész-gdbmbon. Ha Ss takarja Ss-t, azaz P
az S3 siknak a tetraéderrel ellentétes oldalan van, akkor a PP3Ps sz0g tompaszog, tehiat P a PPy szakasz feletti
Thalész-gomb belsé pontja. Megmutathatd, hogy ha adott egy G gémb, a G hurjai feletti Thalész-gdbmbok egyesitése
egy, a G-vel koncentrikus gémbot t6lt ki, amelynek a sugara G sugaranak a v/2-szerese. Ha, P-re teljesiil (1), a PQ
feletti Thalész-gdmbot a centrumébol V/2-szeresére novelve, még mindig teljes egészében Sp felett marad, ekkor tehat
Ps5 az Si-nek ugyanazon az oldalan van, mint maga a tetraéder, vagyis S; nem takarhatja Ss-at.
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Meg kell még mutatnunk, hogy ha Ss takarja Ss-t, akkor Sy nem takarhatja Ss-at. Jeloljik a PQ-n atmend, S;-
re meréleges sikot X;-vel (i = 2, 3). Xy mer6leges Sq-re, tehat AsAy-re is, igy mindenesetre metszi azt, jeloljik a
metszéspontot U-val. A PyQU haromszégben Pj-nél derékszog van, emiatt a P;Q szakaszon levé P pont vetiilete a
QU szakaszon van. Ez a vetiilet nem mas, mint P, hiszen Y5 1 S5. Ha S3 takarja So-t, P> az Ss-nak mér a tetraédert



nem tartalmazo oldalan van, és igy ott van U is, tehat U az A3 Ay szakasz Ag-en tili meghosszabbitasan van. Emiatt az
Ay A3 Ay hdaromszoghen Ay-nél tompaszog van, és mivel PLU | AszAy, azért Pi-nek az As A4 egyenesen leve vetiilete az
Aq Ay szakaszon is rajta van, jeloljik ezt V-vel. Az is az As A3 A4 haromszog és a P pont most megismert helyzetébdl
kovetkezik, hogy a P1V egyenes az AsAs szakaszt is metszi, X5 tehat elvilasztja Ao-t az As, Ay pontoktol. El kell
véalasztania Ys-nak Aj-et is az As, A4 pontoktol, kiilonben nem tartalmazhatna az A; A3 A4 haromszog @ pontjat. s
tehat metszi az Ay A, szakaszt, jeloljik ezt a metszéspontot W-vel.

Tekintsiik a Q P, VW négyszoget. Mivel ebben P;-nél derékszog van, P; a P egyenesnek ugyanazon oldalan van,
mint maga a négyszog. Ha tehat P-bél Ps felé haladva ki is 1épilink a négyszoghdl, ezt csak a PV, vagy QW szakaszon
at tehetjiik, ami épp azt jelenti, hogy Ss3 elé csak S; vagy So allhat, de Sy semmi esetre sem. — A bizonyitéast ezzel
befejeztiik.



