I. megoldas. 1. A feladatot a koordinata-geometria eljarasaival oldjuk meg. Vegyiik origonak K-t, az x tengelyt
BC-vel parhuzamosnak, irdnyitsuk az y tengelyt ugy, hogy A-n, a pozitiv fele menjen at és valasszuk hosszusagegy-
ségnek a K A szakasz felet. Igy a csicsok: A(0; 2), B(—V/3; —1),C(V/3; —1). Legyen mésrészt az e metszG egyenes
egyenlete y = max, ahol a foltevések szerint egyrészt m véges és m # +1/ V/3, masrészt — mivel Ay, By, C; mind-
egyike 1étrejott, e nem parhuzamos, egyik oldallal sem —, ezért m # 0 és m # £v/3 (ugyanis ezek haromszdgiink
oldalegyeneseinek iranytangensei, 1. abra).

1. dbra

A BC, CA, AB oldalegyenes egyenlete rendre y = —1, y = TV/3z + 2, és e-vel valé metszéspontjaik koordinatai:
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A Bj pont koriili, B-n atmend k;, kor egyenlete:
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(a jobb oldalt abbdl kapjuk, hogy a bal oldal értéke mindig annyi, mint amennyi akkor adédik, ha x, y helyére B
koordinatait irjuk), rendezve
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1 Ky(z, y) = 22 +y? — x+my)—8=0.
(1) b2, y) e — \/g( y)
Hasonléan a Cy koriili, C-n atmeng k., kor, végiil az A; koriili, A-n dtmend kor egyenlete:
(2) Ko(o,y) = 2% +° — — (s +my) —8 =0
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(3) Kafz,y) = 2° +¢* + — (v +my) =8 =0.

2. Azt kell bebizonyitanunk, hogy a ks, k., korok Dy, Do metszéspontjain a k, kor is atmegy. D1 és Do koordinétai
kielégitik a Kp(x, y) =0 és K.(z, y) = 0. egyenleteket, ezért barmely két, Ay, A. allando szamot véve, a

(4) o Kp(2, y) + A - Ke(w, y) = ()\b+)\c)(x2+y2 —8)—
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egyenletet is. Marmost az allitast annak megmutataséaval bizonyitjuk, hogy, ez az egyenlet Ay, és ). alkalmas megva-
lasztasdval azonossa tehetd k, egyenletével. (4) azonos a (3)-mal, ha van olyan )\, és A., hogy benniik (22 + y* — 8) és
(z + my) egyiitthatoi rendre egyenlsk:

Ap+ Ae =1,
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Az utobbibol az elss folhasznalasaval és kell§ alakitasaval
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tehat a kivant értékek: /3 3
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[Pl. Ay csak m = + és m = V3 mellett lehetne 0, ekkor A, =1 és K.(z, y) = Ku(x, y) C1 = A; = B, ami kizart

1
V3
eset.|

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk — anélkiil, hogy D;, Do koordinatait meghataroztuk és k,-ba helyettesi-
tettiik volna.
3. Most kiszamitjuk D, Dy koordinatait. Vonjuk ki (1)-bol (2)-t

(g o) ) = Vo mg) =0,
amibsl (mivel m # +v/3)
(5) x +my = 0.
Innen y = —z/m-et (1)-be helyettesitve révid szamitéssal D (x1, y1) és Da(x2, y2) abszcisszaja, ordinataja rendre:

[ 8m? /
6 =+ —
(©6) 1.2 m2+1’ m2—|—1

Eszerint Dy és Do mindig egymas tiikorképei K-ra nézve. Ezért a koordinatakat xp-vel, yp-vel jelolve, m kikiisz6bo-
lésével
¢} +yh =8,

tehat a harom kor k6zos pontja — ha létrejon — mindig rajta van az ABC haromszog K kozéppontja koriili, 22 =
V2 K A sugari kq koron.

4. Forditva, meg kell vizsgalnunk, kiad6édik-e k; minden pontja D-ként. Eleve tudjuk azonban, hogy az m iranyté-
nyez6 kizart 0, £v/3, £1/1/3 értékei mellett (6) eredmeényeink nem érvényesek. Igy pedig nincs olyan megengedett m,
amely xp = 0-ra vezet, tehat kg-nek az ordinatatengelyen — a K A egyenesen — levs pontjai nem tartoznak hozza a h
mértani helyhez. Masrészt olyan m sincs (6) szerint, amely yp = O-ra vezetne, tehat kq-nek a K-n at K A-ra meréle-
gesen (BC-vel parhuzamosan) htizott egyenesen levs pontjai sem tartoznak h-hoz. Az igy kizart 4 pontbol ujabb 4 — 4
kizarando6 adédik K koriili, 120°-kal, illetve 240°-kal valo elforditdsukkal, hiszen ezek az elforditasok haromszogiinket
onmagaba viszik 4t. Az Gjabb 8 pontra az ordinata és az abszcissza hanyadosanak abszolut értéke /3, illetve 1 / V3.

kq-nek minden mas D pontjara az D _ 1 hanyados véges és a 0, :l:l/\/g, +1/3 értékektol kiilonbozs szam és (5)
D

mutatja, hogy ekkor —1/u éppen az az m érték, mely a fentiek szerint D-t adja a 3 kor koz0s pontjaiként (és D-nek
az origora vonatkozo tiikorképét, amelyre a hanyados értéke ugyancsak p).

Mindezek szerint a koz6s pontok mértani helye a k4 kor, a mondott 12 pont kihagyasaval. (E pontok egy szabélyos
12-sz0g cstcsai.)

Bacso Gdbor, Pallagi Dezsd

Megjegyzések. 1. A fenti (5) — mint els6foka egyenlet — a kp, k., korok f kozos hiuregyenesének, hatvdnyvonaléna
egyenlete. Ugyanez adodik (1) és (3) kiilonbségeébdl is, tehat f a ky, k, kérparnak is hatvanyvonala. A bizonyitast ezek
alapjan igy is befejezhetjiik: f csak 2 pontban metszi kp-t és azokon athalad k. is, kg is.

2. Eleve a pont korre vonatkozé hatvanyanak fogalmat hasznalja fel a kovetkezs, a koordinatageometriainél joval
egyszertibb megoldas.

II. megoldas. Nyilvanvald, hogy a keresett mértani hely 6rokli az ABC haromszog tengelyes és forgasi szimmetri-
ait. Példaként véve két egymasba igy at nem vihet6 e egyenest, azt sejtjiik, hogy a keresett mértani hely egy K koriili
kor (ill. a kizart helyzetek miatt ennek része); ezt bizonyitjuk.

Legyen a haromszog magassaganak hossza m, és messe AK a BC-t Ki-ben. K-nak k,-ra vonatkozo hatvany
KA1 K, és AA; Ky derékszogi haromszogek alapjan
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KAS — AA} = (KK} + Ko AD) — (AKF — Ko AF) = B —m? = —§m2,
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allando, fliggetlen e helyzetétsl, tehat ugyanennyi K-nak ky-re, k.,-re vonatkozé hatvanya is. Eszerint a K-ban e-re
allitott merdlegest mindharom kor ugyanabban a két pontban metszi (a hatvany negativ értéke miatt K mindharom
korben benne van). Es ha e a K koriil forgatva minden megengedett helyzetén atfut, a metszéspont-par a K koriil
kort ir le, sugaranak négyzete egyenld a hatvany abszolut értékével:

8
KD, KDy =KD3? = §m2.

II1. megoldas. A feladatot térgeometriai értelmezéssel oldjuk meg. Az ABC szabalyos haromszoget egy ABCD
szabalyos tetraéder alaplapjanak vessziik — ekkor K a D csics merGleges vetiilete az alapon —, az alakzatunkat szar-
maztato e egyenest pedig egy a DK magassagvonalon dtmend S sik és az alapsik metszésvonalanak tekintjiik. Ekkor .S
a tetraéder DAB, DBC, DC A lapsikjat rendre a DCy, DAy, DBj egyenesben metszi, és ha By, Cy az alapharomszog
keriiletén vannak, akkor a DB;C; haromszog a tetraéder és S metszésidoma (2. abra).

2. abra

Azt fogjuk belatni — a fenti jeloléseket tovabb hasznalva —, hogy a ky, k., korok D1, Do metszéspontjai azonosak
a D csucsnak azokkal az 4j helyzeteivel, ahova jut, ha a metszésidomot a B1C1 egyenes mint tengely koriil az egyik
vagy a masik irdnyban beleforditjuk az alapsikba.

Valoban, a DAC lapot AC' koriil az alaplapra raforditva D a B-be jut. S mivel ekdzben B; a helyén marad, a B; B
sugar egyenld a metszetidom B D oldalaval, és szerkesztésiink szerint D1 By = Dy B) = BBy = DB;.

A meggondolast megismételve a DAB lappal, kapjuk, hogy D1C; = D2C; = CC1 = DC4, ezek alapjan a D1 B1Ch,
a DyB1C és a DB, C, haromszogek egybevagdk, ennélfogva mint e haromszégek megfelel6 szakaszaira:

D1 K = Do K = DK, éllando.

Azt kaptuk, hogy a ky, k. korok metszéspontjai a metsz6 egyenes (és az S sik) minden megengedett helyzetében
azon a kg4 koron adédnak, amelynek kézéppontja K és sugara a tetraéder magassaga. Mivel pedig KD és vele egyiitt
KDy, KD5 is meréleges B1Cy-re, azt is kaptuk, hogy ky, k. koreink Dq Dy kozos hiregyenese mindig atmegy K-n.

A k, kor amiatt halad a4t Di-en és Do-n, mert D-t BC koriil az alapsikba forditva, A-ba jut, ezért A4 A = A1 D,
méasrészt A; is a B1Cp egyenes pontja, tehat a metszetidom leforditasaval A;D = A;A hossza az A1 Dy, A1Ds
szakaszokban valodi nagysagaban latszik. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Mar csak annak a vizsgalata van hatra, hogy a k4 kor mely pontjai tartoznak hozza a h mértani helyhez. Lattuk,
hogy a DDy szakasz kgq-nek S-re, egyszersmind e-re mer6leges atmérGje: e-nek minden olyan helyzete figyelembe
veendd, mely kiillonbozé a KA, KB, KC egyenestdl is a rajuk K-ban allitott merGlegestdl, tehat a kizart helyzetek
szama 6. Igy ki van zarva h-bol kg-nek az a 6-2 = 12 pontja, melyek e 6 kizart egyenesre merdleges atmérs végpontjai.
Forditva, k4-nek minden més D; pontjahoz ugy kapjuk e-nek a Di-et elGallité helyzetét, hogy merdlegest allitunk
K-ban K D;-re. Mas kizart pont tehat nincs.



