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I. megoldas. Legyenek az f(z) = 2" + ay2" "' + ... + a,, polinom gydkei valamilyen sorrendben: z1, xa, ..., Tn,
valamennyien valosak (nem lényeges, hogy vannak-e koztiik egyenlsk). Ha valamely i-re (1 < i < n) xg = x;, tehat
f(zo) = 0, és f'(z;) # 0, akkor (1)-ben 7 szerepére veheté maga x; igy mindkét oldal értéke 0, az allitas igaz. A
tovabbiakban mar csak az zo # x; (1 =1, 2, ... n), f'(zo) # 0 foltételeknek eleget tevd helyeket tekintjiik, s mivel igy
f(zo) # 0, az allitas ekvivalens az (1) reciprokaval: ... xo-hoz van olyan i index, hogy
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Ezt fogjuk bizonyitani.
Ismeretes, hogy f(z) oszthatd mindegyik (x — ;) gyoktényezGjével, és irhato ezek szorzataként:

(3) fl@)=(@—z)(x—x2) ... (T —2p).

(Més tényez6 nincs, mert f(z)-ben 2™ egylitthatojat 1-nek vettiik az n-ed fokusag biztositasara; az igy bebizonyitott
allitas ag # 0 mellett agf(x)-re is érvényes.)

Ebb6l az alakbol konnyti képezni f(x)-et, miutan a két tényez6s szorzat (uv)’ = u'v + v'u derivalési szabalyét —
amely v = 1-et véve mar egy tényezGs ,szorzatra’ is érvényes — teljes indukcidval n > 2-re altalanositottuk. Ezt az
olvasora hagyva, csak az eredményt mondjuk ki: n tényezds szorzat derivaltja n taghboél all, mindegyik tag n tényezés
szorzat, rendre egy tényezst derivalunk és ezt szorozzuk a tobbi — valtozatlanul hagyott — tényezs szorzataval. (Ez
természetesen csak olyan helyen érvényes, ahol mindegyik tényezd derivalhato; feladatunkban mindeniitt.) (3)-bol pl.
(x —x1) =1 alapjan f'(z) els6 tagja:

(x —xz2)(x—2x3) ... (T — xp),
amit célszerd egyszertibben
f(@)
xr — T
alakban frni, hiszen ahol f’(x)-et hasznalni fogjuk, xo-ban, ott a nevezs nem 0, és ez &ll i = 2, ..., n mellett (z — z;)’
esetére is. Eszerint ha = # x; ugy
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ezért, mindjart (2) jobb oldala céljara alakitva
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A jobb oldalt noveljiik, ha mindegyik tagja helyére a legnagyobbik tagjat irjuk — vagy ha mind az n tag egyenld,

akkor valtozatlan marad. Legyen az a tag, vagy a legnagyobb tagok egyike ekkor (4) igy alakul:
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Eszerint z; megfelel a (2)-ben emlitett gyok szerepére, az éllitast bebizonyitottuk.

Egyenl6ség akkor és csak akkor &ll fenn, ha minden i-re |zg — x;| értéke egyenls. Ez kétféleképpen allhat el6:

Q) r1 = x9 = ... = Ty, n-szeres gyok, f(x) = (x —x1)", és zo barmi, kivéve z1-et;

B) alkalmas indexezés mellett 1 = o = ... =2, # Tpy1 = Tpga = ... =z, (1 S 7 < n— 1) esetében kizérolag az
xo = (1 + ©p)/2 helyen.

Eredményiinket konkrétabban is kimondhatjuk. A kivalasztési feltétel szerint |zo—xy| a legkisebb az |zo—x;| értékek
kozil (i =1, 2, ..., n), tehat az allitdsban mindenesetre megfelel f(z)-nek az xo-hoz legkozelebbi zérushelye. Ebben a
megfogalmazasban az el6re elintézett esetleges xo = x; eset is benne van. (Természetesen esetenként megfelelhet mas
gyok is.)

Kész6 Karoly (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn.)
Kolldr Janos (Budapest, Piarista Gimn.)



Megjegyzések. 1. Az allitasnak szemléletes jelentést tulajdonithatunk a polinomot abrazold gorbe (3:0, f (:1:0)) pont-
beli érintjével kapcsolatban. Mivel f'(xg) # 0, ez az érint6 metszi az z-tengelyt, éspedig az xg ponttol f(xo) : f'(z0)
tavolsagban (el6tte vagy utédna). Azt bizonyitottuk be, hogy ezt a tavolsagot n-szer folmérve xo-t6l mindkét irdnyban,
a két végpont kozti intervallumban van gydke a polinomnak hacsak tudjuk, hogy polinomunknak minden gytke valos.
Ennek specidlis esete az f(x) = 22, melyre 1 = xo = 0, ennek z # 0 esetén — mint ismeretes — az (z, x2) pontbeli

érintGjét megadja a pontot az > 0) ponttal 6sszekdts egyenes.

Csdszdr Gyula (Budapest, Berzsenyi D. Gimn.)

2. A gyokok valos voltara vonatkozo foltevést csak burkoltan, (4)-ben és utdna hasznaltuk fel. igy nem meriil fel
az a probléma, hogy mit értiink végzett lépéseinken akkor, ha nem minden gyoke valés az f(x)-nek, esetleg egy sem
valos.

IT. megoldas. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. n = 2 esetén azt kell belatnunk, hogy az fo(z) = az?+br+c

b

polinomnak, amelyre a # 0 és b*> — dac > 0, zg # ~%a esetén x1 és xo gyokei koziil valamelyikre — jeloljik ezt xo-vel
a

— teljestil

f(zo)
f'(xo) |

Ugyanis f5(x) = 0 csak a kizart érték mellett 4ll.) Hozzatessziik ehhez, hogy az allitast itt is és tetszleges n esetén is
az xo-hoz legkozelebbi gyokre bizonyitjuk; tehéat specidlisan n = 2 mellett a fentiek alapjan |zg — z2| £ |xg — x1].

Ha z¢ = x2, azaz fa(xo) = fa(x2) = 0, akkor (5) nyilvanvaloan teljesiil az egyenlGség jelével. Ha xo # xo, akkor
xo # 1 is fennéll és

(5) |zo — @2| = 2

fa(z) = alz — z2)(z — 21),
fa(z) = a(z — 22) + a(z — 21),
és (5) teljesiil, mert a jobb oldal reciprokara
1] f5(@o) | o 1la(xo — x2)| + [a(zo —x1)| |a(zo — z1)| _ 1
2| fa(zo)| ~ 2 | f2(o)] = |wo — @2 - |a(zo — 1) |wo — 22|’

és innen, véve az els6 és az utolso kifejezés reciprokat, (5)-6t kapjuk.

Foltessziik ezutan, hogy az allitds helyes minden (n — 1)-ed fokd polinomra (és természetesen a korlatozasnak
megfelelGen valasztott zp-ra). A vizsgalandé f,,(x) valodi n-ed foka polinomot 2y megadasa és a hozza legkozelebbi
gyok megkeresése utan — jeloljiik ezt a gyokot x,-nel — igy alakitjuk:

(6) fala) = (& = zn) - fa(2),

ahol f,_1(z) az az (n — 1)-edfoku polinom, melynek gyokei az f,(x)-nek 1, za, ..., Tp_1, gyokei, és benne z"~
egyiitthatoja egyenls f,(x)-ben " egyiitthatdjaval, tehat f,—1(z) valodi (n — 1)-ed foka polinom. Ekkor

fa(@) = (& = 2n) - fr 1 (2) + faa(2),

1

(7) fnl(wo) = (20 — @) - fr—1(20),
(8) fur (@0) = (w0 — @n) - fr_1(20) + fu—1(z0).
a) Ha f)_;(xo) = 0, akkor (8) alapjan f,_1(zo) # 0, és (7) alapjan (1) jobb oldala igy alakul:
n J;l(éoo) =nlzg — zp| > |To — Znl,

tehat (1) teljestil.
B) Ha f]_i(zg) # 0, és zg gyoke f,(x)-nek, azaz xo = z,, akkor (1) az egyenldség jelével érvényes. Ha pedig zq
nem gyoke f,(x)-nek, tehat f,_1(x)-nek sem, akkor (8)-bdl és (6)-bol (1) jobb oldala céljara
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Es mivel az indukcios feltevés alapjan van olyan gydke f, i (z)-nek — mondjuk z,_; —, amelyre

/
fn,1($0) |:EO - $n71| Ty — Tn
hiszen |zg — xp—1| 2 |xo — Tp|. Eszerint (9)-bol
f;l(:EO) < n 7
fo(@o) | = [0 — @4

ami ekvivalens (1)-gyel. Minden lehetséges esetet attekintettiink, a bizonyitast befejestiik.

Megjegyzés. EbbG] a bizonyitasbol konnyt latni, hogy n = 2 esetén az xo-t6l tavolabbi z; gyokre — természetesen ha

21 # x9 — az allitas nem teljesiil; ekkor |xg — z1| = |xo — x2| sem teljesiilhet, mert belble xg = (21 + 22)/2 kovetkeznék,
ott pedig fi(xg) = 0 lenne.



