I. a) Ha P-ként torténetesen éppen az ABC haromszig magassagpontja van megadva (ami belsé pont, ha a
haromszog hegyesszog), akkor tulajdonképpen nincs mit bizonyitani, hiszen ekkor Ay, By és C; a magassagtalppontok
és ezért az allitasbeli 9 pont rajta van az ABC haromszog Feuerbach-féle kfjrén mérpedig a kor kiilonleges esete az
ellipszisnek; az allitas ekkor tehat igaz. (A helyzetet az 1. abra jobb oldali fele mutatja, ha minden betijel felsg
kiegészits vesszGjét elhagyjuk.)

1. dbra

b) P tetszoleges megvalasztésa esetén bizonyitasunkat egy alkalmas transzformacioval visszavezetjiik az a) esetre.
Azt akarjuk elérni, hogy az AA,B szog két szardnak képei merslegesen édlljanak egymésra, ugyanigy a BB1 A sz0g
szarainak képei is, mert igy P képe a haromszog képének magassagpontja lesz.

Htzzunk parhuzamost P-n a4t CB-vel-és C A-val, jeloljiik az AB egyenesen keletkezett metszéspontjukat B*-gal,
illetve A*-gal. Vegyiink masrészt egy olyan S’ sikot, mely alakzatunk S sikjat az AB egyenesben metszi, rajzoljuk
meg benne AB egyik oldalan az AB* és A*B atmérsjd félkoroket, jeloljiik metszéspontjukat P’-vel; P’ létrejon,
mert a félkorok metszik egymast, ugyanis a PA*B* és C AB haromszogek hasonlo helyzettiek a C; centrumra nézve,
ezért pontjainak sorrendje az AB egyenesen: A, A*, C1, B*, B. Vetitsiik végiil egész alakzatunkat a PP’ egyenessel
parhuzamos vetitGsugarakkal S’-re és jeldljiik minden egyes X pont vetiiletét X’-vel. (Az 1. dbran S’-t az S-be
beleforditva latjuk tgy, hogy P’ az AB-nek P-t nem tartalmazo oldalan legyen.)

Vetitésiink mellett egy egyenesen levs pontok vetiiletel egy egyenesen adodnak (specidlisan az AB egyenes minden
pontjanak képe onmaga), parhuzamos egyenesek vetiiletei parhuzamosak, és szakasz felez6pontjanak vetiilete felezi a
szakasz vetiiletét. Ezek szerint C’ azonos az A-n 4t A* P'-vel és B-n 4t B* P'-vel huzott parhuzamosok metszéspontjaval,
e két parhuzamosbol a BP', ill. AP egyenes éppen Bj-t, ill. A|-t metszi ki, mert BP’, AP’ a felhasznalt korok
Thalész-tulajdonsaga alapjan merélegesen allnak AC’-re, ill. BC'-re. Ennélfogva P’ valoban magassagpontja az ABC’
haromszognek. Tovabba a 2-es és a 3-as indext pontok vetiilete rendre felezi a megfelel§ képszakaszt, igy a feladat
allitasaban szereplé 9 pont vetiilete rajta van az ABC’ haromszog k' Feuerbach-korén.

Igy mar csak azt kell belatnunk, hogy A’-nek S-beli eredetije — mondhatjuk azonban igy is: a k' kornek PP’
irdnyt parhuzamos vetiilete az S sikra — ellipszis. (A tananyagbol ezt egy kor parhuzamos vetiiletérsl elsGdlegesen
csak azokra az esetekre tudjuk, ha a PP’ irany merdleges vagy az S-re, vagy az S'-re, de sikbeli nytjtassal konnyen
tengelye parhuzamos a metszésvonallal. Ezt az olvaséra hagyjuk.)

II. Megmutatjuk, hogy &’-nak S-re valo PP’ iranyu vetiilete — nevezziik egyel6re v vonalnak — akkor is ellipszis,
ha PP’ nem merdleges az S és S’ metszésvonalara. Ezt a kovetkezd 1épésekben végezziik: 1. k'-t beleforditjuk S-be —
4j helyzete a ko kor —, egymds megfelelsinek nevezziik v-nek és ko-nak egy-egy olyan pontjat, melyek &' ugyanazon
pontjabol keletkeztek vetités, illetve elforditas utjan, és megallapitunk egy sikbeli rokonsagot a megfelel pontparok
kozt, an. ferde affinitast. (Az alakzatbol mintegy kikapcsoljuk k’-t.) — 2. Meghatarozzuk kg-nak azt a két, egymasra
merGleges fél atmérdjét, amelyek v-beli megfelel6i ugyancsak merélegesek egymasra; az utébbiak lesznek az allitdsunk
szerinti ellipszis tengelyei. — 3. Végiil v tetszbleges pontjarol kimutatjuk, hogy rajta van azon az ellipszisen, melynek
szimmetriatengelyei a most mondott képek.

1. Rétérve terviink végrehajtdsara, legyen (a fenti) S két pontja P és Q, az S'-nek két pontja P’, Q' tgy, hogy
PP’ || QQ'- tehét pl. P és P’ egymés vetiiletei —, és S’-t az S-be beleforditva az s metszésvonaluk koriil, legyen P,
Q' 4j helyzete Py, Qo. Azt allitjuk, hogy PPy || QQq (2. 4bra).

LA haromszdg Feuerbach-korére vonatkozo legsziikebb ismeretanyagot legutobb az F. 1753. feladat megoldasaban bizonyitottuk be, K.
M. L. 44 (1972), 195. oldal. — Szerk.



2. dbra

Ugyanis ha PQ metszi s-et egy M pontban, akkor M vetiilete, tovabba a leforgatottja is dnmaga, ezért dtmegy
rajta P'Q’ is, PyQp is, és a parhuzamos vetités, ill. a mozgas alapjan

PM:QM =P'M: QM = P,M : QoM,

tehat PPy és QQo a PM Py sz0g szarainak parhuzamos szeldi.

Ha pedig PQ parhuzamos s-sel, akkor P'Q’ sem metszheti s-et (mert a PP'Q sik PQ miatt parhuzamos s-sel),
ezért PyQQo sem metszi, tehat parhuzamosak s-sel és PQ-val, igy pedig PQQ'P’ és P'Q'QoP, paralelogrammak,
PyQot P'Q' 1 PQ, ennélfogva PQQy L, is paralelogramma.

Eszerint — és a megfelels egyenesekrsl kdzben mondottak alapjan — a v és kg alakzatok kozti kapcsolat csak abban
tér el a merdleges affinitastol, hogy a megfeleld pontokat sszekots (pl. PPy) egyenesek kozos irdnya nem merdleges
s-re, a megfelels egyenesek kozos pontjait tartalmazo tengelyre. (Ugyanis P’ Py mindenesetre meréleges s-re, és ha PP,
is mer6leges lenne ra, akkor PP’ is merdleges lenne ré, mint az s-re merdleges PP’ Py sik egyenese; ezt az esetet pedig
a tankOnyvbol ismerjiik.) Emiatt tessziik a talalt rokonsag elnevezésében a,ferde” jelzét az,affinitas” elé, a,mercleges”

jelzé helyére. Az s tengellyel, és a P, Py pontparral meghatarozott ferde affinitasban a v vetiilet és a ko kor egymés
képei, megfelelsi.

3. dbra

2. Legyen k' kdzéppontja O, S-en levs vetiilete O, leforgatottja Og, és messék s-et kg-nak a keresett egymdsra
merdleges atmeérdi (meghosszabbitasaik) V*-ban, W*-ban (3. abra). Kovetelésiink szerint a V*W™ szakasz O-bdl is
derékszogben latszik, ezért Og is, O is rajta van a szakasz f6lotti k7 Thalész-koron; eszerint kp-nek a kozéppontja rajta
van egyrészt s-en, masrészt az OO, hur felez6 merélegesén. Igy kr egyértelmtien megszerkeszthets, és vele V*, W*
mindig létrejon. Osszuk szét a V* és W™ jelet e kor és s metszéspontjaira ugy, hogy ko-nak az OgV™*, OgW™ egyenesen
levs egyik-egyik pontjat Dy-lal, Ey-lal jelolve, ezek v-beli D és E megfelelGire alljon: OD > OF; ekkor azt allitjuk,
hogy az allitasbeli ellipszis fél nagytengelye az OD = a szakasz, fél kistengelye az OF = b szakasz, tehat az ellipszis
elgallithato az O kozepd, a sugara k kor (f6kor) OF irdnyu és b/a aranyd Osszenyomasaval.



3. A tervezett bizonyitashoz sziikségiink lesz a kévetkezd jelolésekre. A DgEy negyedkor tetszéleges belsé pontja
Qo, ennek OgDy on levé vetiilete Ry, az EyQo és OgDy egyenesek metszéspontja Ty; e pontok megfelelGje a vetiileti
rendszerben rendre @) (a v-n), R, T, tovabba a k kor és az R(Q félegyenes metszéspontja U, és ko sugara r.

A nyilvanvaléan hasonlé haromszoégparok, a megfelel6 pontparok 6sszekots egyeneseinek parhuzamos volta és a
szel6k tétele alapjan
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eszerint UOR és 9Oy By hasonlo derékszogi haromszogek, tehat
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vagyis 2, a v vonal pontja, rajta van az allitdsunk szerinti ellipszisen. Mindezek szerint v valéban ellipszis, és evvel a
feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Eredményeinkbdl az is kovetkezik, hogy ellipszisnek merdleges affin megfelelGje is ellipszis. Ha ugyanis
pl. CC; nem meréleges AB-re, és eredeti haromszogiinket — a 9 ponttal és a rajtuk atmend (immar bebizonyitott)
ellipszissel egylitt — mergleges affinitassal agy transzformaljuk, hogy az AA; B sz6g képe derékszognek adodjék, ebbdl
az alakzatbol tjabb mer6leges affinitassal egy haromszoget kaphatunk, Feuerbach korének 9 pontjaval, eszerint az
eredeti ellipszisnek az elsé affinitasbeli képe is ellipszis. (Az els§ affinitas tengelyének AB-t véve, Ay képéil az AB
folotti Thalész-kor és az Aq-en atmend (merdleges) egyenes metszéspontja valasztando; és ha a masodik tengely BC,
és hasonléan a BB, C szog képét kivanjuk derékszoggé transzformaélni, akkor P djabb képe mér magassagpont, mert
AA; Gjabb képe is merdleges lesz BC-re.



