a) Az integralszamitas egyik nevezetes egyenl6tlensége szerint ha az f1, fo fliggvényeknek a négyzete is integralhato,
akkor
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(Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség). Ugyanis azfi,f2 alapjan értelmezett

I\ = /ab[f1 (x) + Afo (@) *de = /abflz(x)dm + 2\ /abf1 () fo(x)dz + X2 /abfg(x)dx

fliggvény értéke minden A mellett nem negativ. Mivel T(\) A masodfoku fiiggvénye, ez csak ugy lehet, ha a diszk-
rimindns negativ vagy 0, ami épp a (3) egyenlStlenséget jelenti. Alkalmazzuk (3)-at az fi(z) = f(x), fo(z) =1
fiiggvényekre, kapjuk, hogy
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tehat (2) legkisebb lehetséges értéke 1, ami el is érhet6 (még az (1) megszoritas mellett is) az f(z) = 1 valasztassal
(és csak ezzel).

b) Feltevésiink szerint f(x) alulrol konkav, azaz feliilr6l konvex. Mivel f(z) = 0, ez az utobbi azt jelenti, hogy a
koordinatasiknak az x tengely és az f(x) képe altal kozrefogott F' része konvex halmaz. Tekintsiik ennek a halmaznak
a vizszintes hurjait, és rendeljiik hozza mindegyikhez azt a haromszoget, amelyiknek az alapja az = tengely 0 és 1
pontjai kozotti szakasza, és a szdrai dtmennek a har végpontjain. Jeloljiik az m magassaghoz tartozd hir esetében
ezt a haromszoget H(m)-mel, F-nek H(m) &ltal le nem fedett részének a teriiletét A(m)-mel és H(m)-nek F altal
le nem fedett részét B(m)-mel. Mivel F konvex, ha my < mq, H(my) tartalmazza H(mg)-t, és A(m1) < A(ma),
B(m1) 2 B(mz). Az m magassag legnagyobb szobajohet6 értéke egyenld f(x) maximuméval, M-mel. B(M) nyilvan
0, és mivel H(M) teriilete kisebb F teriileténél, M < 2. Az m-re szobajohets legkisebb érték az f(0), f(1) szamok
kisebbike, pontosabban mondva ez az érték méar valaszthaté m-nek. Itt A(m) hatarértéke 0, és mint az kdnnyen lathato,
az A, B fiiggvények folytonosak. Tehat van olyan m, amelyre

és erre az m-re H(m) = 1, vagyis H(m) harmadik cstcsa az y = 2 egyenesen van. Jeloljiik a H(m) két szarabol
Osszeallo fliggvényt fo-lal. Erre a fiiggvényre
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hiszen itt az integrandus nem negativ: ahol fo < f, ott fo is, f is kisebb m-nél, tehat a szorzat mindkét tényezdje pozitiv.
Mivel fy is alulrol konkav, és az integralja 1, fo is beletartozik azokn ak a fiiggvényeknek a halmazaba, amelyekre (2)
legnagyobb értékét keressiik. Konnyen lathato, hogy fo négyzetintegralja 4/3, tehat a vizsgélt fliggvényekre
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