I. megoldas. Az allitast annak megmutatasaval bizonyitjuk, hogy a két haromszog megfelels oldalegyenespéarjait
egymaéssal egyenld nagysagi, ellentétes iranyu elfordulasok viszik 4t egyméasba. Pontosabban: az A’, B/, C' ponthoz
megszerkesztett Simson-egyenest rendre s,-val, sp-vel, s.-vel jelolve, az AB, BC, CA egyenest pedig rendre c-vel,
a-val, b-vel, az s4-t sp-be atvivs elfordulés, valamint az a-t b-be vivé elforduléds egyenlsk, de ellentétes iranyaak s i. t.
(1. abra).

Evégett megvizsgaljuk, hogyan véltozik M-nek k-n val6 elmozdulésa hatdsara a hozza tartozo sps Simson-egyenes
irdnya. Megmutatjuk el6készitésiil, hogy az AA’, BB’ és CC' egyenesek mindegyike parhuzamos sy/-mel (2. abra).

Valoban, a k-ban, valamint az M A, M B, M C atmérck f6l6tti Thalész-korokben keletkezett hirnégyszogek alapjan

BAA'<q = 180° — BM A< = 180° — BC1 A; <,
ABB'< = AMB1<1 = AC1B1<«, ACC'<= AMCi< = AB1C1 4,

és ezek igazoljak utobbi allitdsunkat. (Az A, B, C' és M pontok kolcsoénos helyzete szerint e bizonyitas csekély —
nem lényeges — modosulasokat mutathat; ha pedig pl. A’ egybeesik A-val, akkor az AA’" egyenes helyett k-nak A-beli
érintGje értendd.)

Forduljon el méarmost az OM sugar OM*-ba. Ekkor A’-nek 4j, A helyzetét az M*-on at M A’-vel parhuzamos
egyenes metszi ki, igy MM™* és A’ A™ egyenld és ellentétes iranyt ivei a k-nak, és az M*-hoz tartozé Simson-egyenes
AA™ irdnya sp-¢hez képest

A'AA"q = %A’OA’*<I = —%MOM*<I

-gel van elfordulva, ahol a minusz jel arra utal, hogy az elfordulés iranya ellen-tétes az OM-et OM *-ba atvivs elfordulas
irdnyaval.

M szerepére A'-t, M* szerepére B’-t helyettesitve, ennek alapjan azt kapjuk, hogy sy, az s,-hoz képest (—1/2) A’OB’<-
gel van elfordulva (1. abra). Ez pedig egyenls a (+1/2) AOB forgéasszoggel, hiszen az el6bbiek szerint az A'B'C’



haromszog ugy all el6 ABC-bdl, hogy ezt tiikkrozziik k-nak sps-re merdleges atmérGjére mint tengelyre. Végiil az mar
nyilvanvald, hogy (1/2) AOB< = —BCA«, és ez az a-t b-be vivs elfordulds negativja.

A bettizés kells megvéltoztatasaval meggondolasunk az (s, s.)<t = —(b, ¢)< egyenlséget adja; ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

Megjegyezziik végiil: el6fordulhat, hogy az A’, B, C’ pontokhoz tartozé Simson-egyenesek nem alkotnak hérom-
szoget, mindhdrom egy ponton megy at. Ilyen helyzet adodik, ha a kiindulasi A, B, M, C pontok egy hurdeltoid
cstucsai és AM a szimmetriatengely.

II. megoldas. 1. Ismeretes, hogy az ABC haromszog K magassagpontjanak a BC, C A, AB egyenesekre vonatkozo
A*, B*, C* tiikkorképe rajta van az ABC koré irhato k koron, tehat az A*M, B*M, C*M egyeneseknek a BC, CA,
AB egyenesekre vonatkozo tiikorképe atmegy K-n (3. dbra). Ha belatjuk, hogy ezeknek a tiikorképeknek az allasa
megegyezik, kapjuk, hogy M-nek a BC, C' A, AB egyenesekre vonatkozo tiikorképei: My, M{ 4, My 5 egy egyenesen
vannak. Mivel a tiikorképeket az M centrumi, 1/2 aranya hasonlosag M-nek az ABC oldalaira es6 vetiileteibe viszi,
ezzel egyrészt bebizonyitjuk a Simson-egyenes létezését, masrészt meghatarozzuk ennek az egyenesnek az allasat.

3. dbra

2. Valasszuk a k kor O kodzéppontjat origonak, és k valamelyik O P sugarat alapul véve jellemezziik k pontjait azzal
a forgasszoggel, amekkora forgatds OP-t az illetd ponthoz tartoz6 sugarba viszi; a sik egyeneseinek az allasat pedig
jellemezziik k valamelyik veliik parhuzamos sugaranak a forg$szogével. — Jeloljiikk az A, B, C, M pontokhoz tartozo

1
forgasszogeket a-val, B-val, v-val és p-vel. A BOC' sz6g felezGjének az allasa jellemezhetd az 5(6 + v) forgasszoggel,
1
a 14 merdleges BC egyenes allasa pedig az §(ﬂ + v + m) forgasszoggel. Ha «o*-gal jeloljiik az A* ponthoz tartozd

1
forgasszoget, az AA* egyenes allasa 5(04 + a* + 7), és mivel ez merdleges BC-re, azért az «, 3, v, o* forgasszogekre

1 1
—(a+a"4+m)—=(B+y+7m)= T tkn
2 2 2
teljesiil, ahol &k alkalmas egész szam. Az o™ forgasszog alkalmas megvalasztasaval elérhets, hogy k& = 0, azaz
o =pF+y—a+m

legyen.

1
3. Mivel az A*M egyenes allasa 5(04* + p+ 7), ezt az egyenest a BC-re tiikrozve, a képének az édllasa azzal az

1 1
w-val jellemezhets, amelyre w és §(a* + p + 7) szamtani kdzepe egyenld §(ﬁ + v + m)-vel, azaz amelyre

_at+Bty—p

— 5
Ez az «, (8, v valtozok szimmetrikus fliggvénye, tehat ez jellemzi a B*M egyenes AC-re vonatkozo és a C* M egyenes
AB-re vonatkozo tiikorképének az allasat is (amint azt bizonyitani akartuk), és egyben ez hatarozza meg az M-hez

tartozd sy Simson-egyenes allasat is.
4. Ha az o*-ra fent kapott eredményben « helyére u-t irunk, megkapjuk az A’ pont o forgasszogét:

o =f+y—p+m
Ha pedig az w-ra kapott eredményben pu helyére ezt az o'-t irjuk, kapjuk az A’-hdz tartozé Simson egyenes allasat:

o+ pu—T
9 .

wp =



Ennek és a BC' egyenes allasat jellemzé forgésszognek a szamtani kdzepe a

a+B8+v+p
4 )

ha tehat BC-t egy o allast egyenesre tiikrozziik, az A’-h6z tartozé Simson-egyenessel parhuzamos egyenest kapunk.
Mivel ¢ az «, B, v valtozok szimmetrikus fiiggvénye, ha a C' A és AB egyeneseket a ¢ allasu egyenesre tiikrozziik,
akkor a B’-hoz, illetve C'-hoz tartoz6 Simson-egyenessel parhuzamos egyenest kapunk. Ezt kellett bizonyitanunk.



