A tetsz6leges P pont f(P) képét roviden P'-vel jeloljiik.

a) Megmutatjuk, hogy ha PQ = V3, akkor P'Q" = /3. Legyenek a P koriili, egységsugaria k kornek és a @
kozéppontu, egységsugara kornek a metszéspontjai A és B (1. abra), ekkor az AP, AQ, BP, BQ és AB szakaszok
hossza egységnyi, e szakaszok képeinek a hossza is egységnyi.

Az dbrén a P és Q betiik feleserélendék.

1. dbra

Eszerint A'B'P’ és A'B'Q’ egységoldala szabalyos haromszogek, tehat Q' vagy azonos P'-vel vagy téle v/3 tavol-

sé\/gra van. Eddig tehat azt lattuk be, hogy ha két tetszéleges pont tavolsaga /3, akkor képeik tavolsaga vagy 0 vagy
3.

Legyen C a P koriili, V3 sugart kor, és a @ koriili, egységsugart kor egyik metszéspontja. Igy a P'C’ szakasz
hossza vagy 0 vagy V'3, mésrészt Q'C’ = 1. Ha Q' azonos volna P’-vel, akkor a P'C’ szakasz hosszanak egyrészt
1-gyel, mésrészt 0-val vagy v/3-mal kellene egyenlének lennie, ami nyilvanvaléan lehetetlen. Igy csak P'Q’ = v/3 lehet.
Ezt akartuk bizonyitani.

b) Hasonléan lathatjuk be, hogy ha egy leképezés megtartja az a tavolsadgot (azaz ha PQ = a-bol kivetkezik
P'Q" = a), akkor az v/3 tavolsagot is megtartja. A mi leképezésiink megtartja a V3 tavolsagot, tehat megtartja a
V3 -3 = 3 tavolsagot is, és altalaban a (V/3)* tavolsagokat minden természetes k kitevs mellett.

Megmutatjuk, hogy leképezésiink minden természetes n szadmra megtartja az n tavolsagot. Mar tudjuk, hogy ez
igaz, ha n = 3%, Valasszuk a k kitevét gy, hogy n < 3% = m legyen, és tegyiik fel, hogy PQ = n. Mérjiik fel a
PQ félegyenesre az egységnyi szakaszt m-szer, kapjuk a Py, P, ..., P, pontokat (kdztiik P, azonos Q-val). A P'P],
P'P;, ..., P, _ P szakaszok hossza egységnyi, és P'P) = m, ez csak gy lehet, ha a P', P, ..., P/ egy egyenes
egymast kovets pontjai. Tehat a P, = Q' pont P’-t6l n tavolsagra van, amint azt bizonyitani akartuk. Altalaban, ha
egy leképezés megtartja az a tavolsagot, akkor megtartja az na tavolsagot is, ha n természetes szam.

Sziikségiink van azonban annak megmutatasara is, hogy leképezésiink az 1-nél kisebb tavolsdgokat is megtartja.
Ezt bizonyitjuk be a kévetkezs lépésben.

c) Térjink vissza az 1. dbra pontjaihoz, és legyen R a PC egyenes Q-t tartalmazé oldalan az a pont, amelyre

CR = QR = 1. Konnyen lathato, hogy
VII= V3 _
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Eddig belattuk, hogy az A’, B, ¢/, P’, Q' pontokbdl all6 alakzat egybevago az ABCPQ alakzattal. Megmutatjuk,
hogy R’ azonos az A'B’'C'P'Q’ alakzat R-nek megfelelé R* pontjaval. Mivel Q'R = C'R’' = 1, azért R vagy R*-gal,
vagy R*-nak a Q'C’ egyenesre vonatkoz6 D* tiikorképével azonos. Viszont
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A=PR= 1.

P'D*

igy elegendé megmutatni, hogy P'R’ < 2. Legyen E olyan pont, melyre PE = ER = 1. Akkor PR’ < P'E'+E'R' =2,
allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

A leképezés ezek szerint a A tavolsagot is megtartja, és altaldban megtartja az nAF tavolsagot is, ahol n és k
természetes szamok.

d) Legyen PQ = d tetszlleges valos szam. Feltehetjiik, hogy d > 0, hiszen a leképezés egyértelmd volta miatt
P = Q esetén P’ = Q'. Tetsz6leges € > 0-hoz van olyan k, hogy \* < ¢ vélasszuk meg n-et ugy, hogy

n\F < d < (n+1)AF

legyen. Mérjiik fel a PQ félegyenesre a N\ szakaszt n-szer, kapjuk a P;, Ps, ..., P, pontokat, és legyen R olyan pont,
melyre P, R = RQ = \* (2. 4bra).
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2. abra

Akkor PPR' < P'P{+ P[Py+...+ P, 4P, +P. | R+RQ =n+1)\N <d+e.

Tehat tetszleges € > 0 mellett P'R’ < d + ¢, ami csak tgy lehet, ha P'R’ < d. Ezzel belattuk, hogy tetszdleges XY
szakaszra X'Y' < XVY. Alkalmazzuk ezt a P,Q szakaszra, kapjuk, hogy

P'Q > PP —PQ >PP,—P,Q=n\N —¢>d— 2.

Tehat P'Q' = PQ is igaz, igy P'Q' = PQ, feladatunk allitasat ezzel bebizonyitottuk.



