1. A parabola belsején a parabola vonalaval kettévagott siknak azt a részét értjiik, amelyikben a fokusz van és
ehhez hozzaértjiik maganak a vonalnak a pontjait is. Igy a beirandé ellipszisvonalnak lehet kozos pontja az adott
parabolakkal. Ha ezt kizarnank, — akkor mint kénnyen belathaté — nem is lenne legnagyobb teriiletd a beirt ellipszisek
kozt.

Koordinatakkal jellemezve a két parabola belsejének kozos részét — amit gytimolecsmagra emlékeztetd alakja alapjan
M-mel jeloliink — azok az (x, y) pontok alkotjak, amelyekre (p-t termeészetesen pozitivnak véve) teljesiil

(3) a? —p® <2py < p* -2’

Ez az (x, y)-nal egyidejiden teljesiil a (—z, y), a (—z, —y) és az (z, —y) pontra is, tehat M-et dnmagaba viszi at az
és y tengelyre valo tiikrozés és az origéra mint centrumra valo tiikkrozés is.

2. Megmutatjuk, hogy M konvex idom, vagyis barmely két belsé vagy keriileti pontjat 6sszekdts szakasz is benne
van M-ben. Legyenek Py(zo, yo) és Pi(x1, y1) a (3)-at teljesitd egymastol kiilonb6z6 pontok, ekkor, amig 0 < A < 1,
addig az

T\ = (1 —)\)Lvo-f—)\.%'l, Yy = (1—)\)yo+)\y1

koordinataja Py pont végigfut a PyP; szakaszon és teljesiti (3)-at. Ugyanis egyrészt

2pyxn = (1= A) - 2pyo + A~ 2py1 < (1= N)(p? — 22) + Ap* — 2?) =
=p?— {(1- )\)3:(2) + /\xf} <p?- {(1 = Nazxo + )\3:1}2 =p?— xi,

hiszen

(1 =Nz = (1 —N)223 + M1 — N2,
A-a? = N2 £ A1 — N\)a? és

3:3 + 3:% < 2x0x1.
Masrészt lényegében ugyanigy bizonyithaté,hogy
3 — p* < 2py».

Megmutatjuk még az M-b6l az 1. siknegyedbe es6 M; résznek egy felhasznalandé tulajdonsagét is. Ennek pontjaira
(3) jobb oldala szerint

2 +y? <p? =2y + 97 = (p—y)%
azaz r = /22 + 32 jeloléssel
(3a) r+y<p

Es ha a pontot az O origé koriil raforditjuk az x tengely pozitiv felére, r valtozatlan marad, y lecsokken O-ra, tehat
(3a) teljesiil, a pont benne marad Mj-ben.

3. Az eddigiek alapjan belatjuk, hogy ha egy L ellipszis benne van M-ben, akkor benne van az a vele egybevigo
L1 ellipszis is, amelynek nagytengelye az = tengelyen van és kistengelye az y tengelyen. Erre tamaszkodva elég lesz az
L1-gyel megegyezd tengelyallasu ellipszisek koziil az M-be beirt legnagyobb teriiletit meghataroznunk.

Els6 lépésiil azt latjuk be, hogy L-lel egyiitt az az origd kozéppontu Ly ellipszis is az M-ben van, amely L-bdl a
@ eltolassal all els, ahol C' az L kozéppontja. Legyen L egy tetszGleges pontja P (a belsejében vagy a keriiletén),
ennek C-re valo tiikorképe P’ és P'-nek O-ra valo tiikorképe P (1. abra).

.. I g / /
\\@ ; ,C ) M

1. dbra

Mivel L centralszimmetrikus, azért P’ is az L-nek pontja és vele egyiitt M-nek is. Igy pedig P” is az M-nek pontja,
hiszen M is centralszimmetrikus. A két tiikrozés Osszetételeként P el6all a P-bél transzlacioval, melynek vektora,

—
PP" = PP + PP’ = 2CP + 2P0 = 2C0.



Ezért M konvex volta miatt a PP" szakasz Py felezGpontja is benne van M-ben, masrészt Py elgall a P-bol a @—ral
val6 eltolassal is. Ezt P helyén az L minden pontjara alkalmazva azt kaptuk, hogy a mondott Ly valéban benne van
M-ben.

Foltehetjiik, hogy Lo nagytengelye az els6 és harmadik siknegyedben van vagy ezek hataran, hiszen ha nem igy
van, akkor ez az = tengelyre vett tiikkorképére all fenn, és az is M-ben van. Jeloljik Ly nagytengelyének els6 negyedbeli
végpontjat A-val, kistengelye masodik negyedbeli végpontjat B-vel, a rovidebbik AB ellipszisivnek az y tengelyen
levé pontjat D-vel és forgassuk Lo-t a negativ forgasiranyban addig, mig A az x tengelyre ér. Ekézben az AOD
szogtartomanybeli rész M; ben marad, a DO B szogtartomanybeli rész pedig belejut az OD sugart kornek egy cikkébe,
amely szintén M;p-ben van, hiszen OB < OD < OA. Tehat az AOB negyedellipszis elforgatottja Mi-ben lesz, Lo
elforgatottja pedig — a fent mondott L; — az M-ben, ezt akartuk bizonyitani.

4. Eszerint ellipszisiink egyenlete

x2 y2 b22
(4) FtE=h W=y azb>0

alaku, és benne az a, b féltengelyhosszakat ugy kell meghataroznunk, hogy egyrészt ne legyen M-en kiviili pontja, azaz
(3) és (4) alapjan

(5) lt]<a<p & b2 — —- <
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2

— specidlisan ¢ = 0 esetén b < p/2 —, masrészt teriilete, ami kozismerten ¢ = abm, maximalis legyen, vagyis az ab
szorzat legyen maximaélis.
Ekvivalens atalakitasokkal (5)-b6l

2 2
o p_ BV BE L (p 2 N (P PP\
2 2p a? 2 2p a2 a? at -
és az els6 haromtagu igy irhato:
P 2b2 x2
7 —|1-—= |- =
@ 2 < a? > 2p

Egyelére csak az olyan ellipsziseket tekintjiik, amelyekben 2b* < a?, ezekben (7) elttinik, ha

® ol = /1- 20 (<p)

igy (6) teljesiiléséhez sziikséges, de elegendd is, hogy a masodik haromtaguban

2 2b2
L

a? at

legyen, azaz csak olyan b-k jonnek szoba, amelyekre (rogzitett a mellett)

2
(9) b< —\/p?—a?, abg% p2 — a? <ésb§
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Igy az a-tol fiiggs

t a?
~=—\p*-a?
™ p

fiiggvény maximumat kell keresniink, ami nyilvan ugyanott van, mint a koévetkezé fiiggvényé:

2 2
p 2 _ 47 a4, o 2
L2 (p2 g2,
4r2 7 W )

Itt a harom tényezs Osszege p?, allando, tudjuk viszont, hogy allando Gsszegl pozitiv szamok szorzata akkor és csak
akkor maximalis, ha a tényezdk egyenl6k. Ebb6l, majd (9) alapjan itt csak a kovetkez6 ellipszisrél lehet szo:

2 V2 a
1 =4/ 5p(= 081 b=~"p(=—=0471
(10) a \/;p( 0,816p), 3 p< 7 0,47 p),
2
t = abm = —_p?(= 1,209p%)



5. Hatra van még a 2b® > a2, a < v/2b, tengelyaranyu ellipszisek esete.
Ezekben b < g alapjan

<P e am< T <

a<— abr < ——= ——p°,

=2 =5 \/§p 3 \/gp

azaz kisebb a font elért értéknél. Mindezek szerint a keresett ellipszis méreteit (10) adja, amely (8) szerint az |z| = b

V3

abszcisszaju pontokban érinti M hatéarat (2. abra).

Egyenlete 2 + 3y* = 2p?/3.
Megjegyzés. A 3. pont eredménye alapjan vazolunk egy masik elindulast is. Nézziik meg, mit jelent az a, b tengely-
parra, hogy (4) benne van M-ben. (3) jobb oldali egyenl6tlensége céljara (4) pontjaira

2 272 2
2 _ 2 Y _ o P pb ay
(].].) J?—|—2py—a <l—b—2)—|—2py_a +?—<E—7> 5

tehat (4) biztosan M belsejében van, ha

272
p°b
(12) a® + — < P2
Ha van (4)-nek olyan pontja, amelynek ordinatajara
pb  ay b2
— ——=0, azaz Y= —p,
a b a?

akkor (12) sziikséges feltétele is annak, hogy (4) az M-beli legyen. Ilyen y akkor van, ha

Ep <b, azaz pb < a?.

Ha viszont nincs ilyen y, azaz ha pb > a?, akkor, mivel az ellipszis minden pontjara (11)-ben

a b~
ezt helyettesitve (11)-be
x2 + 2py < 2pb,

és ez nem nagyobb p®-nél, ha
(12) b<p/2

ami trivialisan sziikséges feltétele annak, hogy (4) az M-ben legyen.
Ha tehat valamely b-re teljesiil (12), akkor (4) eleve M-beli minden olyan a mellett, melyre pb > a?, vagyis

amelynek a tengelyei ,nem tal nagyok”. A \/pb-nél nagyobb a értékekre pedig (12) a sziikséges és elégséges feltétel.
Ennek alkalmas tovabbalakitdsabol olvashato ki a fenti (10) eredmény.
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