I. megoldas. Jeloljiik a bicentrikus négyszog csucsait Aj-gyel, As-vel, As-mal, Ay-gyel, a koréje és a beléje irt
korok kozéppontjat K-val, ill. O-val, a beirt kort k-val, k érintési pontjait az A; A, AsAs, AsAy, A4A; oldalakon
rendre Bj-gyel, Bo-vel, Bs-mal, By-gyel, és az 0?1 vektorokat b;-vel (i = 1,2,3,4). Ha a b; vektorokat (+90°)-kal
elforgatjuk, a pozitivkoriiljarast négyszog oldalaival parhuzamos, egyenlé hosszisagu vektorokat kapunk, elegendd
tehat megmutatni, hogy a by + bs + bs + by vektor parhuzamos az OK vektorral.

Invertaljuk a négyszog koré irt kort k-ra, igy az A; cstcsok k-ra vonatkoz6 A} inverzén atmend kort kapunk.
Ismeretes, hogy az inverzi6 alapkorén kiviil 1évé pont inverzét megkapjuk, ha bel6le érintSket hizunk az alapkérhoz,
és vessziik az érintési pontok kozti szakasz felezGpontjat. Eszerint az A', A5, A%, A} pontok rendre a ByBy, By Ba,
By Bs, B3B, szakaszok felezSpontjai, az A} A AL Al négyszog a By BaBs By négyszog kozépnégyszoge (azaz csicsai
B1 B3B3 By-nek oldalfelezé pontjai). Tehat az A} A5 AL A} négyszog paralelogramma, masrészt cstcsai egy kordm, k
inverzén vannak.

Ez csak ugy lehet, ha ez a négyszog téglalap, és ekkor a koréje irhatd kor C' kozéppontja a négyszog centruma,
vagyis

1 1
oc = Z(oA§+@+@+OA4) — (b1 by + by + by).

Ha tehat a by + by + bs + by 6sszeg 0 vektor, akkor C' azonos O-val, és igy K is azonos O-val. Ha pedig ez az
Osszeg nem 0, akkor C és O kiilénb6z6 pontok és az O? vektor parhuzamos (b1 + bg + b3 + by)-gyel. Ismeretes, hogy
egy kor és inverzének kozéppontja az inverzid centrumén dtmend egyenest hataroz meg, tehat az O, C', K pontok egy
egyenesen vannak, és OK is parhuzamos (by + bs + bs + by)-gyel. Ezzel az éllitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Feladatunk allitasan tilmenden azt is bebizonyitottuk, hogy a (b1 + ba + bs + by) 6sszeg akkor
és csak akkor 0, ha O és K azonosak.

2. A megoldasbol az is kiolvashato, hogy A1 A; A3 Ay akkor és csakis akkor bicentrikus négyszog, ha a B1 By B3By
négyszog atléi merdlegesek egymaésra.

II. megoldas. A vektorok skalaris szorzatat felhasznalva megmutatjuk, hogy feladatunk &llitasa minden bicentrikus
sokszogre érvényes. Legyenek a sokszog csticsai A1, Aa, ..., A, (és allapodjunk meg abban, hogy A, 11 is az A; csicsot
jeloli), a sokszog koré és a beléje irt korok koézéppontja legyen K és O. Jeloljik az A;, O pontokhoz a K centrumbol
hazott helyvektorokat rendre a;-vel és p-vel, az A;A;11 oldalvektorral megegyez6 egyiranyu egységvektort e;-vel (i =
1,2,...,n). Feladatunk allitasa ekvivalens azzal, hogy a

p-(e1+e+...+e,)

skalaris szorzat értéke 0, ezt fogjuk bizonyitani.
Az A; csticshoz tartozo belss szoglelez iranyat a (p — a;) vektor, az A;-beli kiils6 szogfelezs iranyat az (e;—1 + e;)
vektor adja meg (i = 1,2,...,n; és ey = e, ) emiatt

(p—al-)(el-,l +el):0 (221,2,,71)

Adjuk Gssze ezeket az egyenleteket, kapjuk, hogy

n n
2pzei = Zai(eiufl +e;).
i=1 i=1



A jobb oldalon &ll6 Gsszeg egyenls a

n
Z e;(a; +a;4+1)
i=1

1
Osszeggel (ahol a,,+1 = a1 ), ennek viszont minden tagja 0, hiszen B (a;+a;y1) az A; A;+1 szakasz felezGpontja, és KA; =
K A;,1 miatt ennek a felez6pontnak a helyvektora meréleges az A;A;;1 oldalra. Allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.
Kophdzi Jozsef (Tatabanya, Arpad Gimn., II. o. t. )

Megjegyzés. A most bizonyitott allitds n = 3 melletti speciélis esete ekvivalens a P.51. probléma allitdsaval, a fenti
bizonyitas az erre adott II. megoldas altalanositasa (K. M. L. 41. kétet 70. old.).



