I. megoldas. Sziikségiink lesz a kovetkezs egyenlStlenségre: ha = tetszéleges pozitiv valds szam, akkor
(1) 107 > 1+ a.

Ezt harom lépésben bizonyitjuk be.

a) Ha z = 1/n, ahol n természetes szam, akkor (1) ekvivalens az

(2) <1+%)n <10

egyenl6tlenséggel. Itt a bal oldal értékére a binomidlis tétel, tovabba az ( ) < f egyenlotlenseg szerint
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Mivel j! > 2771 a jobb oldal értéke tovabb novelhetd:

Ebbdl pedig (3 < 10 miatt) kovetkezik (2).

b) Ha 2 = k/n, ahol k is természetes szam, akkor (2) alapjan
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100 = (10%) > (1+1> ,
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és a binomialis tétel szerint a jobb oldal értéke nem kisebb, mint 1+ k/n, tehat (1)-et © = k/n-re is bizonyitottuk.

c¢) Ha pedig x tetsz6leges pozitiv valos szam, akkor 107 értékét a kétoldali megkozelitéssel szokas definialni a felsébb
matematikidban, azt mondvan, hogy 10” az az egyetlen valos szam, amelyre k/n < z mellett 10%/" < 10%, viszont
k/n > z mellett 10¥/™ > 10% teljesiil. Mivel racionalis z-re b) alatt méar bizonyitottuk (1)-et, ebb6l a definiciobol
kovetkezik (1) minden valos a-re.

Rateériink feladatunk allitasanak az igazolaséara. (1) szerint tetszéleges pozitiv valos széamra

x > lg(l+ x).
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ezt a k =1,2,...,n értékekre alkalmazva és a kapott egyenl6tlenségeket 6sszeadva kapjuk, hogy
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Feltevésiink szerint s,, tart oo-be, ha n — oo, igy — és lg = is tart co-be, mert a lgz co-ben vett hatarértéke +oo.
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Feladatunk allitasat ezzel igazoltuk.

Megjegyzés. Megoldasunkban tetsz6leges alapt logaritmust hasznalhattunk volna, ekkor (1) helyett az
4) a® > c(1+zx)

egyenl6tlenséget kellett volna bizonyitanunk, ahol x pozitiv, a az 1-nél nagyobb valés szam, ¢ pedig alkalmasan vilasz-
tott konstans. Megoldasunkbol kideriil, hogy a ¢ = 1 konstanshoz 10-nél kisebb (példaul a = 3) értéket is valaszthatunk
a-nak. Be lehetne bizonyitani, hogy a (2) bal oldalan allé sorozatnak n — oo mellett a (3) jobb oldalan &ll6 szadm a
hatarértéke (ezt a szamot e-vel jelolik, és értéke két tizedesre lekerekitve 2,71), és ha a helyére ezt a szamot irjuk,
akkor (4) érvényes ¢ = 1 mellett minden valds z-re.

IT. megoldas. Az f(x) = 1/z fiiggvény sop > 0 és s, > so kozti integraljanak az sop < $1 < $2 < ... < Sp—1 < S
felosztashoz tartozo fels6 kozelité Osszege éppen a feladatban szerepls S,,, emiatt
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Elegendd tehat megmutatni, hogy tetszéleges pozitiv a szamra az

[ dt

L(z) = .

a

fiiggvényhatéarértéke a (400)-ben (+00). Mivel az f(z) = 1/z fliggvény = > a > 0 mellett folytonos, az L(x)-et
definialo integral létezik, és mivel f(x) > 0, L(z) monoton né. Emiatt elegendd példaul az L(2"a) sorozatrél belatni,
hogy n — oo mellett (+00)-be tart.

Helyettesitéssel val6 integralassal konnyen belathato, hogy
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(ha u,v pozitiv szamok), igy

2a
Mivel " pozitiv, ebbdl valoban kovetkezik, hogy L(2"a)| tart (+00)-be, ha n — oo, feladatunk allitasat ezzel

bebizongfitottuk.

Megjegyzés. Meg lehet mutatni, hogy a megoldasban definialt L(z) fiiggvény egyenls ©log(x/a)-val, ahol e az I
megoldést kovets megjegyzésben definialt szam. Az e alapu logaritmust természetes logaritmusnak nevezik, és log z-
szel, vagy In z-szel jelolik.



