Teljes indukci6val bebizonyitjuk, hogy a feladat kérdésére igenld valasz adhaté. Ha k = 2, két szomszédos négyzetes
szam példaul a 8 és a 9. Tegyiik fel, hogy valamilyen k természetes szamhoz mér talaltunk %k szomszédos négyzetes
szamot, legyen ezek kozott a legkisebb a, és legyen ezeknek a legkisebb k6zos tobbszorose d. Megmutatjuk, hogy ezek
alapjan megadhato6 (k + 1) szomszédos négyzetes szam is.

Tetsz6leges n természetes szam mellett az

(1) nd + a, (nd+a)+1, ... (nd+a)+(k—1)

szamok is négyzetesek. Valoban, feltevésiink szerint d oszthato (a + j)-vel (ahol 0 < j < k — 1), igy (nd 4+ a) + j is
oszthato (a + j)-vel, és ugyancsak a feltevésiink szerint (a + j)-nek van négyzetszam osztoja.

Megmutatjuk, hogy talalhato olyan n, melyre (nd + a) — 1 is négyzetes, ekkor ez az (1) alatti szamokkal egyiitt
mér (k + 1) szomszédos szam, és mindegyikiik négyzetes. Legyen p tetsz6leges primszam, mellyel d nem oszthato (p
lehet példaul (d + 1) barmelyik torzstényezdje), és jeloljiik p?-et roviden g-val, (a — 1)-et b-vel. Azt allitjuk, hogy a

(2) d+b, 2d+b, 3d+b, ..., qd+b

szamok kozott van g-val oszthaté. Ha ugyanis ez nem volna igy, akkor e szamokat ¢-val osztva mindig az 1,2, ..., ¢—1
maradékok valamelyikét kapnank. Osszesen ¢ maradékot kapunk, amennyi a (2) szamok szama, a lehetdségek szama
pedig csak (¢ — 1), igy volna olyan maradék, amelyiket kétszer is megkaptunk. Legyen mondjuk az id + b és a jd + b
szamokra ugyanaz a maradék, ahol 1 <17 < 7 < ¢. Ekkor a

(jd+0b)—(id+b)=(j—1i)d

kiilonbség oszthatd volna g-val, viszont d még p-vel sem oszthato, és 0 < j — 4 < ¢ miatt (j — i) sem oszthato g-val.
Ellentmondaésra jutottunk, tehat a (2) alatti szamok kozott valoban van ¢-val oszthato. Legyen, mondjuk, ez az (id+b)
szam, ekkor n = ¢ mellett (nd + a) — 1 négyzetes, hiszen oszthato ¢ = p?-tel. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Biztosan négyzetes az (nd + a) — 1 szdm n = (a — 1)(d + 2) mellett, hiszen ekkor
nd+a—1=(a—1)(d+2)d+(a—1) = (a—1)(d+1)>

2. Hasonléan bizonyithato, hogy tetszéleges k és n természetes szamokhoz talalhatoé k szomszédos természetes
szam, melyek mindegyike oszthato egy (1-nél nagyobb) természetes szam n-ik hatvanyaval.



