Legyen P egyel6re az OA félegyenes A-n tuli részének tetszbleges pontja, k sugarat valasszuk egységnek, és OP
hosszat jeloljiik a-val, a BD és PR egyenesek metszéspontjat pedig S-sel (az abran P, @, R helyén Py, @1, Ry all).
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tehat DS = a® — 1. A PDS, PQR hasonl6 haromszogekben a DS, QR oldalak aranya egyenls a hozzajuk tartozo
magassagok aranyaval, ebbsl
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Feladatunk szerint QR = OA, tehéat az a > 1 valds szamra teljesiil az
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egyenlet. Eszerint a < 2, hiszen a > 2 mellett (1) bal oldalan (a + 1)/a > 1 és a> — 1 > 1. Emiatt az OP szakasz
felez6 merslegese valoban metszi k-t, jeloljiik az egyik metszéspontot E-vel, az AOE szoget @-vel (az dbran Ey, ¢1).
Szerkesztésiink szerint 0 < ¢ < 7/2, és azt kell eldonteniink, hogy ha a-ra teljesiil (1), akkor teljesiil-e ¢ = 27/7. Be
fogjuk latni, hogy teljesiil.
Az OEP egyenl§ szart haromszégben OP = 20F cos ¢, azaz a = 2cos p, és (1) a ¢ szigre a
(2) 8cos® o +4cos’p—4dcosp—1=0
egyenletet jelenti. Megmutatjuk, hogy ha cos¢ # 1, akkor (2) ekvivalens a
(3) cosdp = cos3yp
egyenlettel (azaz ha @-re teljesiil (3), akkor ¢-re vagy cosp = 1, vagy (2) teljesiil). Valoban, (3) szerint
cos? p — 6 cos? psin? p + sin® ¢ = cos® ¢ — 3 cos psin? ¢,
ebbe sin” ¢ helyére (1 — cos? ¢)-t helyettesitve, és szorzatta alakitva a
(cosp — 1)(8cos® g +4cos’ p —4cosp —1) =0

egyenletet kapjuk. Az ismert
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cosa — cos = 2sin
Osszefligges szerint (3) ekvivalens a
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(4) sin %P sin % =0
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egyenlettel. Mivel 0 < ¢ < 7/2, azért sinp/2 # 0, tehat sin 7('0 = 0, amely a [0, 27]-ben csak 7-re teljesiil, tehat

7
7%7 = m. Ezt akartuk bizonyitani.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy van olyan a > 1, szam, amelyre (1) teljesiil. Ha ¢ = 27/7, akkor ¢-re teljesiil
(4) és cosp # 1, tehat p-re (2) is teljesiil, igy az a = 2 cos p szamra teljesiil (1), és ez a szdm pozitiv. Ehhez viszont
(1)-bol kévetkezik, hogy a > 1, hiszen 0 < @ < 1 mellett (1) bal oldaldnak az értéke negativ.

Mori Tamds (Budapest, Berzsenyi D. Gimn.)

Megjegyzések. 1. Hasonloan lehet megmutatni, hogy az OC' szakaszon van olyan P, pont és OC-nek C-n tuli
meghosszabbitasan olyan Ps, hogy az e-bol P; D altal kimetszett pontot @Q;-vel (i = 2, 3), a P, B-re merdleges egyenessel
kimetszett pontot R;-vel jelolve, ha teljesiil Q;P; = OA, akkor az OP; szakasz felez$ merslegese k-bol a beleirhato, A
csucsu szabalyos hétszognek djabb 2 — 2 cstcsat metszi ki.

2. Komplex szamok felhasznalasaval a kérdés valamivel kevesebb szamitas utjan donthets el.

3. A bebizonyitott allitds kapcsolatban van az (1)-bsl adodo a® +a®> — 2a — 1 = = 0 egyenletnek az un. Lill-féle
eljaras utjan valo grafikus, kozelité megoldasaval.



