Jeloljiik a-val az egyenld nagysagu élek, b-vel pedig a testatld hosszat, ekkor a feladat szerint a harmadik él hossza
(a £1). Pitagorasz tétele szerint a és b kozott a

(1) 2a® + (a + 1) = b,

AZAZ
3>+ 2a+1=1b>

Osszefiiggés &4ll fenn. Alakitsuk a bal oldalt teljes négyzetté:
(3a +£1)? = 3b* — 2.
Eszerint elég azt biztositani, hogy a jobb oldal értéke teljes négyzet legyen, azaz
(2) 30 —2=c?
teljestiljon valamilyen egész c mellett. Mivel ez a ¢ nem lehet 3-mal oszthato, azért az

c—1

(3.a) a= és az

c+1
3

(3.b) o —

szamok egyike egész, és ez a (2) alatti b-vel egyiitt kielégiti (1)-et (természetesen (1)-ben a + elGjelek koziil a megfelel6t
véve).

Ha valamely b, ¢ szamparra teljesiil (2), akkor b és ¢ paratlan. Ha ugyanis b és ¢ paros, vagy b paros és ¢ paratlan,
vagy b paratlan és c paros, akkor (3()2 — 02)—et 4-gyel osztva rendre 0, 3, 3 maradékot kapunk, tehat (3b2 — 02) értéke
egyik esetben sem lehet 2. Emiatt az

_3b-c _c—b
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(4) x

szamok egészek, ha 3b% — ¢® = 2, ezekre a szamokra pedig

(5) 2 =3y’ =1

teljesiil. Megforditva, ha x és y tetszéleges egész megoldasa (5)-nek, akkor a
(6) b=xz+vy, c=x+ 3y

szamok egészek, és kielégitik a (2) egyenletet. Elegends tehat azt megmutatnunk, hogy az (5) egyenletnek végtelen
sok egész megoldasa van.
Legyen x¢, yo az (5)-nek tetszoleges pozitiv egész megoldasa, azaz legyen

(w0 — yo\/g)(ﬂio + yo\/g) =1.

Ekkor nyilvanvaléan

(z0 — yoV3)*(zo + yoV3)? = 1.

Vagyis kifejtve az
(7) w1 =35+ 3y, v = 220yo

szamok is gyokei (5)-nek. A (7) alatti szamok nyilvan kiilonboznek az (zg, yo) szampartol, mert ha xg, yo pozitiv és

egész szamok, akkor x1 > x5 > x0; y1 > yo. Elegendd tehat az (5) egyenlet egyetlen pozitiv egész gyokét megadni,

ebbdl a (7) alatti transzformacioval lépésrol lépésre (xg, yo szerepét mindig az Gjonnan kapott gyokparnak adva at)

végtelen sok gyokot kapunk. Ilyen gyok példaul az z = 2, y = 1 szampar, feladatunk allitasat ezzel bebizonyitottuk.
Egy-egy megfelels téglatest élei 2, 2, 1, ill. 6, 6, 7.



