a) A g gorbét asztroisnak nevezik, geometriailag tobbféleképpen szarmaztathato, itt a kovetkezd szarmaztatast
vessziik alapul. Legyen a derékszogi koordindtarendszerben P az origd kézépponti, egységnyi sugara k kor tetszéleges
pontja, ennek vetiilete az x tengelyen A, az y tengelyen B és az AB egyenesen (). Ha P befutja a k kort, akkor Q)
mértani helye a g gorbe.

Valoban, legyen P(a, b), ahol

(2) a4+ b =1.
Igy A(a, 0), B(0, b), az AB egyenes egyenlete
bx + ay = ab,

a P-n atmend, AB-re mersleges egyenes egyenlete
ar — by = a® — b2,
és @ metszéspontjuk koordinatéi
(3) rq=a’,  yg="b"
Eszerint P koordinatai a Q koordinataival kifejezve

) a=xg’, b=y’
s mivel ezek kielégitik (2)-t, @ koordinatai kozott fennall az adott (1).

Megforditva, ha Q(z, y) a g-nek tetsz6leges pontja, akkor a (4) koordinatakkal bird P(a, b) pont rajta van k-n, és
belsle kiindulva (3) szerint éppen Q-t kapjuk, allitasunkat ezzel bebizonyitottuk.

b) Asztroisunk szimmetrikus az x, y tengelyekre és szogfelezGikre, mert ugyanez all a szdrmaztatasaban felhasznalt
k-ra és z, y tengelyekre. g-nek az z, y tengelyeken levé pontjai a k-n is rajta vannak — ezeket g csicsainak szokas
nevezni —, minden mas pontja a szarmaztatds szerint a k belsejében van. Megmutatjuk, hogy g-hez a tetszGleges
bels6 @ pontjaban hdzott érinté azonos a szarmaztatiasaban szereplé AB egyenessel. A szimmetria alapjan elég a
bizonyitast egy olyan pontra elvégezni, amely az 1. siknegyed szogfelezGje és az x tengely pozitiv fele kozti (45°-0s)
szOgtartoméanyban van, vagy magan a szogfelezon, azaz © > y > 0 és igy (3) alapjan @ > b > 0; P is a mondott
szogtartomanyban van.

Q@ ordinataja mint az abszcissza fliggvénye (1)-bdl

y=y(x) = (1—a?3)%2

és ez a 0 < x < 1 intervallumban differencialhat6. Derivaltja, vagyis a gorbe érint§jének irdnytangense
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és ez (3) szerint egyenls az AB egyenes meredekségével, (—b/a)-val, tehat AB valoban érinti g-t.

¢) A feladatban emlitett 8 metszéspont k6zott a szimmetria alapjan van olyan, mely a mondott siknyolcadban van,
legyen ez ismét @, és az egyik négyzet QRST ugy, hogy R all., T a IV. siknegyedben van. Ekkor a QR egyenes Q-ban
érinti g-t, tehat azonos a fenti AB egyenessel, a Q-t kimetsz6 PQ(L AB) egyenes pedig a négyzet QT oldalegyenesével.
Eszerint TQ atmegy P-n, masrészt QQ R-nek az O origo koriili (—90°)-os elforditasaval all els. Igy TQ az x tengelyt a b
abszcisszaji B’ pontban, az y tengelyt a —a) ordirnatéju A’ pontban metszi, és meredekségének kétféle kifejezésébdl:
(5) b:(a—b)=ua:b,

ab = a® — b*.
d) Marmost a keresett sugéarra (3), valamint (2) felhasznalasaval
2 =0Q%* =2? +y* = a8 + % = (a® + V?)(a" — a®V® + ) = (a® +b?)? — 3d%V* = 1 — 3a%V?,
masrészt (5)-b6l négyzetreemeléssel hasonloan
a?b? = a* — 2a%0® 4+ b* = 1 — 4a2V?, a’b? =1/5,
tehat r = \/2/_5 Ezzel a megoldast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A vizsgalt QRST négyzethez vezet6 P pont (5) alapjan ugy szerkeszthetd, hogy az U(1/2, 1)
pontot Gsszekotjiik O-val, ekkor az XOU szog felezGje metszi ki P-t. Ugyanis XOP < = ¢ jeloléssel a = cos ¢,
b = sin ¢, ezekkel (5)-bsl (1/2) sin 2¢p = cos 2¢ és tg 2 = 2. — A feladatban emlitett mésik négyzet Q RST-nek az L.
siknegyed felezGjére (az y = x egyenletl egyenesre) vonatkozoé tiikorképe.
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2. Ha k belsejében ugy gorditiink egy 1/4 sugaru k; kort, hogy ez éalladéan érintse k-t, akkor k1 minden pontja
asztroist ir le (eszerint az asztrois az tn. hipocikloisok osztalyanak tagja). Specidlisan g-t az a pontja irja le k1-nek,
amely a gordiilés folyaman k-nak az x tengelyen levé X pontjaval keriil érintkezésbe. Amikor ez a pont athalad @-n,
akkor k1 a P-ben érinti k-t. Az OAPB téglalap kozéppontjat C-vel jelolve CP a ky atmérGje, ennek Oy felezGpontja a
k1 kozéppontjanak pillanatnyi helyzete, ACP < = 2¢, QO1P < = 4¢p, és igy ki-nek PQ ive egyenld hossztu k-nak PX

ivével.



