a) Jeloljiik adott (és egymastol paronként kiilonbozs) koreinket ki-gyel, ka-vel, ks-mal, a keresett inverzio alapkorét
— foltéve, hogy létezik — k-val, koreink erre invertalt képeit k7, k5, k%,-vel, a kozéppontjaikon atmend egyenest e’-vel
és ennek k-ra vald inverzét — mas szoéval eredetijét — e -vel.

Mint tudjuk, e akkor és csak akkor adodik egyenesnek, ha e’ atmegy a k alapkor kdzéppontjan, és ekkor e egybeesik
¢’-vel (de nem pontrél pontra azonosak), kiilonben pedig kornek adodik e. Ebb6l mindjart l4tjuk, hogy ha a kivant
tulajdonsag méar az eredeti ki, ko, ks korharmasra fennall — vagyis kdzéppontjaik egy e egyenesen vannak —, akkor
talalhato a kivant k alapkor, éspedig kozéppontjaul valaszthato e-nek barmely pontja, kivéve a k;-vel (j = 1, 2, 3) valo
metszéspontjait — hiszen kor inverz képe akkor és csak akkor nem kor, ha dtmegy az inverzié centrumén —, k£ sugara
pedig tetszbleges.

Az adott k; korok kozéppontjai dltaldban nincsenek egy egyenesen. Ilyenkor azt a tulajdonsagot, hogy a k; korok
kozéppontjai az ' egyenesen vannak, a kdvetkezs alakban hasznéljuk majd fel: ¢’ merélegesen metszi k; mindegyikét.
Ugyanis az inverzi6 szogtartd, részletesebben kimondva: korok, egyenesek képei kozti szog egyenld az eredeti vonalak
kozti megfelels szoggel; az utébbit dgy értve, hogy kor helyett mindig a metszéspontbeli érintGjét tekintjiik a szog
megfelel6 szaranak. Eszerint mar e-nek merdlegesen kell metszenie k; mindegyikét, és ekkor a keresett k szerepére
megfelel minden olyan kor, melynek kézéppontja e-n van. (De k kozéppontjanak ismét nem szabad egybeesnie e és a
k; korok kozos pontjaival, mert feladatunk csak olyan megoldast fogad el, melyben mindegyik k; képe is kor.)

A kérdés tehat erre redukalédott: van-e olyan e kor, amely k; (j = 1, 2, 3) mindegyikét mercGlegesen metszi.
Fel fogjuk hasznalni a kovetkezs fogalmakat: pontnak korre vonatkozé hatvanya, két kor hatvanyvonala, hdrom kor
hatvanypontja. Ezeket és néhany rajuk vonatkozo tételt itt bsszefoglalunk

P pontnak az O kézéppontu, r sugara k korre vonatkozo hatvinya PO?* —r? (k belss pontjaira negativ, k pontjaira
0, kiils6 pontokra pedig pozitiv és egyenls a P-bdl k-hoz huzott érintészakasz négyzetével.) — Azoknak a pontoknak a
mértani helye, amelyeknek az O, és Oy kdzépponta kordkre vonatkozd hatvanya egyenld, egyenes, mely merGleges az
0105 centrélisra. Ezt a mértani helyet mas néven a két kor hatvanyvonaldnak nevezziik. Koncentrikus kordknek nincs
hatvanyvonaluk. Két egymast metsz§ kor hatvanyvonala a metszéspontjaikat 0sszekots egyenes. Két egymast érint6
kor hatvanyvonala a kozos pontjukban huzott érintdjiik. — Harom kor paronként vett hatvanyvonalai — ha a harom
kdzéppont nincs egy egyenesen — egy pontban, a harom kor tn. k6z6s hatvdnypontjaban metszik egymast.

Ezekbol kovetkezik, hogy harom korhoz — melyek kozéppontjai nincsenek egy egyenesen (vagyis amilyen korharmas
esetére még nem adtuk megoldéasat feladatunknak) — létezik egy és csak egy olyan pont, melynek a harom korre
vonatkozé hatvanya egyenls. Ez vagy mindharom korre nézve kiils6 pont, vagy mindhdromnak kozos belsé pontja,
illetve a koz6s pontjuk, ha a harom kor egy ponton megy at; e haromféle esetnek megfelelen a hatvany kozos értéke,
pozitiv, negativ, ill. 0.

Marmost redukalt kérdésiinkre a valasz az els6 esetben igenls, az utébbi kettében viszont nem létezik a keresett
inverzi6. Ugyanis az els6 esetben a hatvanypontboél a harom koérhoz hazott érintGszakasz egyenld, és ezzel a hosszuséggal
mint sugarral a hatvanypont koriil irt kér a harom kort merélegesen metszi. Ezt mutatja az 1. abra.

1. dbra

H a hatvanypont, HEy = HE; = HE3 az érint6szakaszok. A H koriili, Fq-en dtmend e koron valasztottuk az
inverzi6 C centrumat, k-nak CT sugarat pedig specidlisan tgy, hogy k merdlegesen messe ki-et; igy k7 mindjart
azonos magaval ki-gyel. A korok kozéppontjai O;, képeiké M;, az O;M; (j = 2, 3) egyenes dtmegy C-n. (Maganak
H-nak a szerkesztését nem tiintettiik fel. E célra pl. k1 és ko hatvanyvonala a hatvanypont idézett tétele szerint
ugy szerkeszthetd, hogy véve egy mindkettét metszé ky kort, a ki, kg és a ko, k4 korpar kozos huregyeneseinek
metszéspontjabol merdlegest allitunk az 0102 egyenesre.)

1 A bizonyitasok megtalalhatok pl. a kivetkezs helyen: Tolnai Jend: Erdekes matematikai gyakorlo feladatok. 1L kitet. Kozépiskolai
Szakkori Fiizetek. Tankonyvkiad6. Budapest, 1971. 22-23. oldal.



b) A feladat masodik kérdésének elSkészitéséiil vegylik észre, hogy két kor sugara akkor és csak akkor egyenld,
ha van olyan (kozonséges) tengelyes tiikrozés, amely Gket egymasba viszi at (ti. a kozéppontjaik kozti szakasz felezs
merGlegesére valé tiikrozés ilyen; ha pedig koncentrikusak a korok, akkor barmely, a centrumukon atmend egyenes
ilyen).

Felhasznaljuk tovabba P. 31 problémaﬂ segédtételét, a kovetkezs alakban. Ha P, f, Q egy targy—tiikor—kép rendszer,
ahol f egy inverzi6 alapkore vagy egy egyenes — azaz P és () egymas képei f-re —, tovabba egy inverzidoban vagy
kozonséges tengelyes tiikrozésben P, f, @ képe rendre P’, f', Q’, akkor P, f', Q' is egy targy-tiikor—kép rendszer.
(Itt tehat 3 inverziorol van szo, amelyek kozt tengelyes tiikrozések is folléphetnek.)

Ezeket egybevetve, az adott koreink koziil valasztott kettének — mondjuk a ki-nek és ky-nek — valamely k korre valo
invertalt képei, k] és ki akkor és csak akkor lesznek egyenls sugartak, ha van olyan inverzié vagy tengelyes tiikrozés,
mely kq-et és ko-t egymasba viszi 4t. Ha van, akkor ennek az inverzionak az f alapkorét, ill. tengelyét egy f’ egyenessé
kell transzformalnunk a keresett k korre valé invertalas atjan, ehhez pedig elég k centrumat f-en gy megvalasztani,
hogy ne legyen rajta egyidejtleg se ki-en, se ks -n.

Allitjuk, hogy a sik barmely két, k; és ko koréhez van olyan k; alapkor, amelyre valo invertalas a két kort egymasba
viszi at. A bizonyitast csak véazoljuk.

Egymaéson kiviil 4ll6 korok esetében a keresett inverzi6é centruma csak a kordk S kiilsé hasonlosagi kdzéppontja
lehet, csak S-nek van meg az a tulajdonsaga, hogy a beléle kiindulé félegyeneseknek k;-gyel ugyanannyi kézos pontjuk
van, mint ko-vel: vagy 2 vagy 1 vagy 0. (Ez nyilvan sziikséges feltétel.)

2. abra

A 2. 4bra jeloleseivel O1C || O2D2, O1D; || O2C4, a parhuzamos szel6k tétele alapjan
SC1: 8Dy =501 : SO9 = S8D; : SCs.
Maésrészt a kiils6 pontbol hiizott szel6 és érints tétele alapjan
SC;-SD; = SA; - SB; = SE?, (i=1,2)

és ezekbdol
SE? SE2

SC, SOy’

allando, tehat a kivant k; alapkor sugara SFEq és SEs mértani kdzepe. A tételt tudva, megszerkeszthets k; abbdl is,
hogy az A;, As pontok egymésba mennek at, ezért az Ay Ay atmérdjd k, kor dnmagaba megy at és — mint az 1.
abran kp esetében — az alapkor dtmegy az S-bél k,-hoz hazott érinté T érintési pontjan. — Meggondolasunk egymassal
kiviilrél érintkezd kordkre is érvényes. — S csak akkor nem létezik, ha k; és ko sugarai egyenlSk, ekkor 0102 felezé
merGlegese 1ép k; helyére.

Hasonl6an lathato be allitasunk arra az esetre, ha ko a ki belsejében van. Ekkor az inverzié centruma kq-nek és
ko-nek S’ belss hasonlosagi pontja (ahol a parhuzamos és ellentétes iranyt sugaraik végpontjait sszekdtd egyenesek
osszefutnak), a meggondolasban S helyére S’ és E; helyére F; teendd, az S’-ben O;Os-re allitott merélegesnek k;-
vel valé metszéspontja. Ekkor k! sugara az S'Fy, S'F, szakaszok mértani kozepe. (S'F? az S’ pont ki-re vonatkozo
hatvanyanak abszolut értéke: S'F2 = O;F? — S'O2 = r? — §'0?.) A fentebbi szerkesztés is érvényes, A; és Ay a korok
parhuzamos és egyiranyt sugarainak végpontjai az 010, egyenesen. — Ervényes e meggondolas egymassal beliilrél
érintkez6 korokre, valamint két koncentrikus korre is.

SC,-5Cy, =8D;-5D; = SCy-5Cy =SE; - SE,

2A probléma — megoldasat — lasd K. M. L. 39. (1969) 155-156. — G bizonyitast kivant a P. 12. problémara a kovetkezs segédtétel
alapjan. Ha g egy, a C ponton nem atmend kor vagy egyenes, és egy P pontnak g-re vonatkoz6 inverze — ill. tiikdrképe, ha g egyenes — a
Q@ pont, tovabba g-nek, P-nek, Q-nak egy C kézéppontu korre vonatkozo6 inverze g1, Pi, ill. Q1, akkor Pi-nek gi-re vonatkozo inverze Q1.
Maga a P. 12. probléma pedig — megoldasat lasd K. M. L. 38. (1969) 171-172. — a kdvetkez6t kivanta. Bizonyitandd, hogy ha g egy a C
ponton nem atmend kor vagy egyenes, akkor egy C' kozéppontt k korre vett inverz képének a kdzéppontjat gy kaphatjuk meg, hogy C-nek
g-re vonatkozo inverz képét (ill. tiikérképét, ha g egyenes) invertaljuk k-ra. — Megjegyezziik, hogy a P. 31.-beli segédtétel bizonyitasa nem
hasznalta fel, hogy g nem megy 4t C-n (erre a foltevésre csak a P. 12.-ben volt sziikség, kiilénben ugyanis g képe mindenképpen egyenes
lenne, és nem volna értelme beszélni g kézéppontjarol). Ennélfogva a segédtétel érvényes akkor is, ha g atmegy C-n.



Végiil ha ki-nek és ko-nek két kézos pontja van, akkor mindkét meggondolas érvényes, két olyan inverzids alapkor
van, mely ki-et és ko-t egymasba viszi at. A koriik metszéspontjain mindkét alapkor atmegy (3. abra).

3. dbra

Visszatérve feladatunk masodik kérdéséhez, k1, ko, k3 koziil kett6t kiszemelve és a fent mondott f-nek véve az Gket
egymasba atvivé inverzié alapkorét (vagy tiikrozés tengelyét), f és a fenti — ha van ilyen — e kor kozos pontja mint
inverzié centrum teljesiti a kovetelményt, tetszGleges sugar mellett.



