Ismeretes, hogy a sik azon P pontjainak a mértani helye, melyeknek két kiillonbozs ponttol, A-t6l és B-t6l mért
tavolsdgainak az aranya egy adott pozitiv A szam: PA : PB = ), az AB szakasz [ felez6merGlegese, ha A = 1; ha
pedig A # 1, akkor egy ky kor, melyre A-t invertalva B-t kapjukl!] A tovabbiakban f-et egyszertiség kedvéert k’-vel
is jeloljiik, hogy ne kelljen a két esetet megkiilonboztetni. Kénnyen belathatéd az is, hogy ky két olyan részre vagja a
sikot, amelyek koziil az A-t tartalmazo részben

PA:PB < ),

a B-t tartalmazo részben pedig
PA:PB> A\

(Ez A = 1 mellett kozismert, A # 1 mellett pedig az idézett bizonyitasbol kiolvashato, hiszen ott épp a A = 1 esetre
vezettiik vissza a A # 1 esetet is.)

Ezek szerint, ha taldlunk az e egyenesen olyan P; pontot, hogy az e egyenes P;-t6l kiilonb6z6 pontjai a P A :
P, B = \ ardanyhoz tartozé ky-nak B-t tartalmazo oldalan vannak, akkor e tetszéleges, P t6l kiilonbdz6 P pontjaban

(1) PA:PB>PA:PB,

tehat a vizsgalt aranynak Pj-ben minimuma van; és megforditva, ha (1) teljesiil, akkor az e egyenes P; t6l kiilonbo6z6
pontjai ky-nak B-t tartalmazé oldalan vannak.

Hasonléan lathato be, hogy a PA : PB aranynak akkor és csakis akkor van a P, pontban maximuma, ha e-nek P,
t6] kiilonb6zs pontjai a Po A : PoB = X ardnyhoz tartozd ky-nak A-t tartalmazé oldalan vannak.

Az, hogy e pontjai egyikiik kivételével k) egyik oldalan legyenek, csak akkor lehet, ha k) kor, és e érinti ky-t.
Tegyiik fel el6szor, hogy e és k' metszik egymast, és jeldljiik a metszéspontot M-mel, az M kdzéppontd, A-n és B-n
atmend kort k-val. Tetsz6leges A # 1 mellett a ky alapkori inverzié A-t B-be viszi, tehat k-t onmagaba viszi at (hiszen
k és k) metszi egymast, és e metszéspontok a helyiikén maradnak). Emiatt & mer6leges ky-ra, és az M-bol ky-hoz
huzott érintGk érintési pontjai rajta vannak k-n. A keresett P, és P pont tehédt csak e és k metszéspontja lehet.
Belatjuk, hogy P a k’-nek A-t tartalmazo oldalan levs metszéspont, Ps pedig a masik metszéspont. Jeldljiik ezeket a
pontokat atmenetileg rendre QQ1-gyel és QQ2-vel; megmutatjuk, hogy azonosak a keresett pontokkal.

Messe az e-re merdleges, QQ;-n atmend egyenes az AB egyenest C;-ben, és legyen a C; kbézépponti, P;-n dtmend
kor k; (i =1, 2). A szerkesztés alapjan k; merdlegesen metszi k-t, igy k-nak a C;-n atmend AB egyenesen levs A és B
pontjait a k;-re valo invertalas egymasba viszi at. Emiatt k; az AP; : BP; aranyhoz tartozo Apolloniosz—kor (i = 1, 2).
Az A pont a ki bels6 pontja, ke-nek pedig kiilsé pontja, tehat @Q; azonos P;-vel (i =1, 2).

Ha tehét e és k' metszi egymast, akkor a minimaélis és maximalis AP : BP arényt ad6 pontokat a metszéspontjuk
koriil rajzolt, A-n atmend kor metszi ki e-bdl, a k’-nek A-t tartalmazoé oldalan kapjuk a minimumot, a mésik oldalon
a maximumot.

Ha e és k' azonosak, akkor e-n az AP : BP arany allando, tehat nincs sem maximuma, sem minimuma. Ha e
parhuzamos k’-vel, akkor az A, B pontokhoz tartozé barmelyik ky kort csak az AB egyenesen levs pontban érintheti,
hiszen k, is, e is szimmetrikus az AB egyenesre. Jeloljik e és az AB egyenes metszéspontjat P-gyel, vagy Po-vel
aszerint, hogy az a k’-nek A-t tartalmazé vagy A-t nem tartalmazé oldaldn van. Az elsS esetben Pi-ben minimuma
van az AP : BP aranynak, hiszen a P; en atmeng, az A, B pontokhoz tartozo Apolloniosz-kor belsejében tartalmazza
az A pontot, hasonléan lathato, hogy a méasodik esetben P»-ben maximum van. Mivel szélsG érték csak e és valamely
ky érintési pontjaban lehet, ezekben az esetekben maximum, illetve minimum nincs.

Katona Endre (Szeged, Radnoti M. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. A megoldasban maximumnak (illetve minimumnak) azt a fiiggvényértéket tekintettiik, amelyiknél
a vizsgalt fliggvény minden mas értéke hatarozottan kisebb (illetve nagyobb). A kapott eredmény akkor is helyes (csak

1Lasd pl. Bartfai-Tusnddy: Palyazat az inverziorol. K. M. L. 42 (1971) 1-7.



kicsit hosszabban bizonyithat6), ha e definicioban ,kisebb” (illetve ,,nagyobb”) helyett a ,kisebb vagy egyenld” (illetve
,nagyobb vagy egyenls”) kifejezést hasznéljuk; kivéve azt az esetet, amikor e és k' azonosak, ekkor ugyanis az utobbi
definici6 szerint e minden pontjdban maximum is és minimum is van.

2. A szerkesztés — mint latjuk — egyszerd, az indokolés viszont hosszabb. Erre az ellentétre utaltunk mar az 1334.
gyakorlatban (K. M. L. 42 (1971) 211.).



