1. Legyen az ABCD tetraéder tetszéleges belsé pontja P. Ennek ,bels¢” voltabol kovetkezik, hogy ha a BC
egyenessel hatéarolt BC'D félsikot BC' mint tengely koriil ugy forditjuk bele a BC' A (alap-) sikba, hogy D a BC-nek A-
t tartalmazo partjara jusson, akkor az elfordulas kozben a félsik athalad P-n (és sorra athalad a DA szakasz pontjain).

1. dbra

Jeloljiik a BCP félsik és a DA szakasz koz0s pontjat P,-val, és tekintsiik a P kozos cstucesal és PP, kozos éllel
bir6 PP,AB és PP,DC triédereket (1. abra).

Alkalmazzuk rajuk azt a tételt, hogy konvex triéder barmelyik két oldaldnak (mas szoval élszogének) dsszege na-
gyobb, mint a harmadik oldala (e segédtételt utolag bebizonyitjuk):

P,PA<+ APB« > P,PB«,
P,PD«+ DPC<« > P,PC«.

Adjuk Gssze ezeket és a
CPB<« = DPC«

egyenlGséget és vegyiik figyelembe, hogy a bal oldali els6 szogek egy sikban vannak, ugyanigy a jobb oldalon allo
harom szog is és hogy P a BCP, haromszognek bels§ pontja:

(1) APD< + DPC< + CPB< + BPA< > 360°.

Ismételjiik meg végzett meggondolasunkat még kétszer, az A, B, C betiik helyére rendre elébb B, C, A-t, majd
C, A, B-t irva, és felhasznalva, hogy P abban a 180°-nal kisebb lapszogtartomanyban is benne van, melynek éle a
CA egyenes, szarlapjai a CAB és CAD félsikok (vagyis amely tartomanyban tetraéderiink is benne van), valamint
hogy P az AB éli 180°-nal kisebb C(AB)D lapszogtartomanyra nézve is belsé pont. Igy felirhatjuk (1)-et a mondott
bett-valtozasokkal:

(1) BPD<+ DPA< + APC<+ CPB< > 360°,
(1) CPD<+ DPB<+ BPA<+ APC« > 360°.

E harom egyenlGtlenséget Osszeadva, a bal oldalon tetraéderiink mind a hat élének P-bdl vett latoszoge kétszer szerepel
és a jobb oldalon 1080° is kétszerese az allitasbeli szognek, tehat az dsszeadas eredményét felezve a bizonyitandé allitast
kapjuk (méas tag ugyanis nincs).

2. A folhasznalt segédtételt a P csiccesal és a belle kiindulo e, f, g félegyenesekkel meghatarozott konvex triéderre
bizonyitjuk, e 3 félegyenes tehat nincs egy sikban (2. abra).
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2. dabra

A triédernek az e, f élpar kozti oldalat (a mértékszamat) a-val jeloljiik, az f, g és a g, e oldalat -val, y-val, a
jelolést ugy vélasztva, hogy 180° > a = 8 = (> 0°) legyen. Ekkor elegendd az

(2) a<B+y

egyenlStlenséget bizonyitanunk (8 < v+ «a és v < « + B nyilvanvaléan teljesiil; s6t (2)-t is csak az a > § 2 v
nagysagviszony esetére kell, hiszen oo = 3 esetén nyilvanvaléan fennall).

Forgassuk bele g-t e koriil e és f-nek S; sikjaba, igy v < o miatt g az e, f szdgtartoményba jut a g’ helyzetbe;
ekkor e és ¢’ szoge v. Jeloljiik ¢’ és f szogét 3'-vel, igy (2) céljara a 8 < 3 egyenlétlenséget kell bizonyitanunk. Vegyiik
fol f-en a F, g-n a G pontot gy, hogy PF = PG legyen, és jeldljiik G 4j helyzetét ¢'-n G'-vel; igy feladatunk a kdzos
szara GPF és G' PF egyenl6 szart haromszogekre tekintettel FG' < FG bizonyitésara modosul.

A forgatas kozben G egy k kor GG’ ivét irja le, legyen k kdzéppontja (az e tengelyen) E. A kor S sikja merdleges
e-re, ezért az e, f altal meghatarozott S sikra is, igy F-nek So-n levs Fy vetiiletét a két sik EG’ metszésvonalan
kapjuk. Pontosabban: Fy az EG’ félegyenes pontja, mert v < o < 180° és F'Fp||e miatt Fy azon a partjan van e-nek,
mint G’. Igy a k-nak Fy-hoz legkdzelebbi pontja G’, tehat FoG' < FyG, végiil a kozos befogoju FFyG' és FFyG
derékszogii haromszogekbsl FG' < FG, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzések. 1. Az (1) egyenlGtlenségbeli eredményiinket kimondhatjuk igy: Az ABCD térbeli négyszog (torz-
négyszog) egymas utani AB, BC, CD, DA oldalaihoz és a négyszog konvex burkaban levé P ponthoz tartozo négy
latoszog Osszege nagyobb 360°-nél, vagyis a sikbeli négyszog négy oldalahoz és egy belsé pontjahoz tartozé négy
latoszog Osszegénél.

2. Kissé mas, dnmagaban szintén érdekes eredményt kapunk az alabbiak szerint. Messe a C'P félegyenes az ABD
lap sikjat P*-ban (1. dbra, a BP, szakaszon), alkalmazzuk segédtételiinket a P koz6s csucsa, PP, kozos éli PP, AP*
és PP, BD triéderekre és képezziik a két egyenlGtlenség Osszegét:

P,PP*<+ P,PA< > P*PA,
DPB<«+ DPP,<« > P,PB<« = P,PP*<q+ P*PB«,

amibdl
DPA<+ DPB«<« > P*PA< + P*PB«.

Megfogalmazasat az olvasora hagyjuk. Erre is épithet6 a feladat dllitasdnak egy bizonyitasa.

3. A feladatban szerepls 6 szog Osszege tetszolegesen kozel lehet 540°-hoz, ha kéztliik harom kézel van 0°-hoz, harom
pedig 180°-hoz, ami bekovetkezhet, ha példaul P és D ,nagyon messze” vannak az A, B, C pontoktol, egyméshoz
viszont ,,kozel” vannak.

4. Segédtételiink kimondhatoé igy is: a haromszog egyenl6tlenség konvex géombharomszogekre is érvényes. Ehhez
(2)-bél igy jutunk. Messe a P koriili egységnyi sugart gomb a triéder e, f, g élét rendre az E*, F*, G* pontban;
igy a triéder lapsikjait a P korili F*G*, G*E*, E*F* korivekben metszi. Ezek egyrészt a gdbmbiinkon levs E* F*G*
gémbharomszog oldalai, masrészt hosszuk rendre egyenls az «, 3, v sz6g radidnban vett mértékszamaval, tehat (2)-ben
ezt kaptuk: B F* < F*G* + @, hacsak mindharom oldal kisebb, mint 7 (ill. 180°).

5. A folhasznalt segédtételre egy mas bizonyitést adtunk az 1646. feladat II. megoldéasadhoz flizott megjegyzésben

'K.M.L. 41 (1970) 112. old.



