I. Ha nem volna kik6tve, hogy a pontok ne lehessenek egy egyenesen, akkor pl. a szdmegyenes Gsszes raciondlis
koordinataju pontja eleget tenne a feladat elss kovetelményének. Igy természetesnek tiinik, hogy — amennyiben egy-
altalan teljesithet6 a kovetelmény — legkonnyebben olyan ponthalmazt konstrudlhatunk, amelynek pontjai egynek a
kivételével egy egyenesen vannak.

Probaljuk ezért az egyenes szerepére a koordinata-rendszer = tengelyét venni, kiils6 pontnak pedig a Py(0; 1) pontot.
Ha még a P, (k =1, 2, ...) pontokat ugy adjuk meg, hogy minden k-ra P, = (£, 0) és xj racionalis, akkor csak
arra kell {igyelniink, hogy a Py Pj tavolsdg minden k-ra raciondlis legyen.

Legyen a P(z, 0) pont olyan, hogy x raciondlis, azaz © = r/s, ahol r és s egész szam, s # 0. A PyP tavolsag

Pitagorasz tétele szerint
[ 2
1+ —.
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Ahhoz, hogy ez racionélis legyen, az kell tehat, hogy

fennalljon, ahol ¢ és w is egészek, u # 0.
Feltehets, hogy s = u, ez annyit jelent, hogy x és a PyP tavolsag eleve koz6s nevezére hozott alakban szerepel.
Ekkor egyenlgségiink igy alakul:
r? + 52 =t
Feladatunk tehat arra redukalodott, hogy olyan r, s, t pozitiv egész szamokat kell keresni, melyekre 1% + s% = 2,
Az ilyen szadmharmasokat pitagoraszi szamharmasoknak nevezik. Megmutatjuk, hogy megadhato végtelen sok ilyen
szamharmas, melyekre r/s mind kiilénb6z6. Ebb&l mar kovetkezik, hogy csupa kiilénb6z6 = koordinataju ponthoz
jutunk.
Legyen
r=k*—1, s=2k t=k>+1,
ahol k egész szam. Konnyt belatni, hogy minden egész k-ra r, s, t valéban pitagoraszi szdmharmas:
k' +2k% + 14+ 4k% = k* + 2k° + 1.

Masrészt

azaz minden k-ra r/s értéke mas és mas.

Tehat a
Py=(0; 1), P, = K1 0] k=1,2
0 ) ; k 2k ; 5 Ly eee

pontok eleget tesznek a feladat els6 kovetelményének, hiszen a P, P; tavolsag, ha k > j > 0, egész, akkor 2 racionéalis
szam kiilonbsége, és a PPy tavolsag
R2+1\> k241
1+ ( i ) _Frl

2 2k

és ez is raciondlis.

IT. Ahhoz, hogy a feladat masodik kovetelménye is teljesiiljon, egy olyan transzforméciora volna sziikség, mely az
egyenest olyan gorbébe viszi at, melynek semelyik 3 pontja nincs egy egyenesen.

Ilyen transzformécié az inverzio, egyenest altalaban korbe visz at.

Legyen az inverzi6 kézéppontja (polusa) a fenti Py pont, és invertaljuk az = tengelyt a Py kézéppontu, egységsugaru
korre. Erre az x tengely inverze a (0; 1/2) kdzépponti, 1/2 sugara kor. Megmutatjuk, hogy a P/ és PJ{ inverz pontok
P/ Pj tavolsaga is racionalis. A PyP;P; és Py P' P/ haromsz6gek ugyanis hasonléak, mert Py-nal levs sz0giik kozs, és
(1. abra):

Al (0;1)

A (i=2) (23



1. dbra

PP, RP;
b, RP!

hiszen az inverzi6 definiciéja szerint PoP; - PP = FyPj - PoP] = 1. Az utobbi egyenl6ségb6l az is kovetkezik, hogy
PyP; és PyP; is racionalis, hiszen ezek a racionalis Py P;, Py P; tavolsagok reciprokaval egyenlSek. A hasonlosag miatt

PP/ P;P;
PP = L.pp ="
7] POR POPiQ,

tehat PP is racionalis.

Ezek szerint a P; pontok (i > 0) invertalasaval sikeriilt olyan pontokat megadni, melyek egy korén vannak, tehat
koztiik nincs harom egy egyenesen, és koziiliik barmelyik kett6 tavolsaga racionélis. — Azt is latjuk, hogy a P pontokhoz
Py -t is hozzavehetjiik, hiszen Py P/ is racionalis.

Komjath Péter, Gonddcs Ferenc

II. megoldas. A feladat két részét egy csapasra oldjuk meg, ha megadunk végtelen sok pontot egy kordn ugy,
hogy koziiliik barmely két pont tavolsidga raciondlis.

Induljunk ki az egységsugart kor egy Py pontjabol, és forgassuk el a pontot rendre o, 2c, ..., na, ... szoggel. A
kapott pontokat jeloljik Py, Pa, ..., P,,...-nel (2. dbra).
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2. abra

Nézziik meg, mi a feltétele annak, hogy igy végtelen sok kiilénb6z6 pontot kapjunk. Nyilvanvalo, hogy akkor és
csak akkor kapunk végtelen sok kiilonbdz6 pontot, ha nincs olyan n és k egész szadm, amelyre na = k - 7 teljesiil.
Kovetkezésképpen ha nincs olyan n, melyre sinna = 0 lenne, akkor valéban végtelen sok kiilonb6z6 pontot kapunk,
n-et minden hataron tul noévelve.

Elegend§ azt biztositani, hogy a Py P, tavolsag racionalis legyen minden természete n-re, hiszen ha k < [, akkor a
Py, P tavolsag egyenl6 a Py P, tavolsdggal, ha n =1 — k. Jeloljiik az O Py P,, haromszog O-nal levs szogét w-val, akkor
nao

sin —

. w
POPn:2sm§:2 5 |

hiszen (na — w) vagy (na + w) a 2m-nek egész szamu tObbszorose. Jeloljikk a/2-t S-val, igy olyan S kell keresniink,
melyre sinnf raciondlis minden n természetes szamra. Ismeretes, hogy sin {5 megadhat6 sin 3 és cos 8 polinomjaként.
Nevezetesen

(1) sinlf = sin B2 cos' 18 + a1 cos' 3B + ay cos' B +agz cos'TTB+..),

ahol ay, as, ... egész szamok [] Ha tehat sin 3 és cos 8 racionélis, akkor sin /(3 is racionalis minden [ = 1, 2, ... szamra.

Tekintsiink egy olyan derékszogi haromszoget, melynek egyik hegyesszoge 5. Ha a haromszog oldalai a, b és ¢
egészek, akkor mind sin 8 mind cos 8 racionalis. Tegyiik fel, hogy a és c relativ primek, azaz legnagyobb kozos osztojuk
1. Ekkor cos 8 = a/c és legyen ¢ a 2-t6l kiilonboz6. (Ilyen haromszog van, pl. a =3,b=4, ¢ =5.)

1Lasd pl. 1575. feladat, K. M. L. 37 (1968) 120. o.



Megmutatjuk, hogy a fenti feltételeket kielégité S-kra sinlf # 0, minden I-re. (Ebbdl kovetkezik, hogy sinla = 0
sem kovetkezik be semmilyen [-re.)
(1)-b6l atrendezéssel és ¢!~ 1-nel valo beszorzéssal adodik

sinlf
sin 3

Ha sinlf = 0 lenne valamely [-re, akkor a bal oldal értéke

T2 ot B =ayd T cos' TP B+ aad T cos PR AL

-1
A1 9l-1 (E) — (2a)"
c

lenne, mig a jobb oldalon egy, a ¢~ 1-nel oszthat6 szam allna, hiszen

1—2k—1
_ 9k _ a 9k
kCl 1 ¢ sl 2k—1 6 kCl 1 . ( ) b -2k 102]6'

Mivel a és c relativ primek, ez ellentmondas. Tehat sinl/3 semmilyen [-re nem nulla, amint allitottuk.
Ferré Jozsef, Papp Zoltin



