I. megoldas. A kockamodell minden egyes Gsszefiiged kiteritése 6 egymashoz csatlakozd négyzet, 5 él hajtogathato,
a tobbi 7 van felvagva. A 3 élirany mindegyike képviselve van e vagasokban, mert ha pl. a 4 fiiggsleges él egyike sem
lenne felvagva, akkor a 7 vagott élb6l 4 esnék vagy az alaplap, vagy a fed&lap keriiletére és azt a lapot elvagna a
tobbiektsl (masrészt pedig a 4 oldallap legfljebb kétrétien lenne lelapithato a sikba). Ez azt is jelenti, hogy minden
lapnak legfljebb 3 élét vaghatjuk fel.

a) Ha van olyan élirany, amelyikkel parhuzamos 4 él koziil csak 1-et vagtunk fel, akkor tartsuk ezt fiiggslegesen.
Minden ilyen kiteritésben a 4 oldallap egymas utdn csatlakozik egy 4 x 1-es téglalappéa, a tovabbi 6 vagasbol 3-3 az
alap-, illetve a feddlapot teszi hajtogathatova, ezek a téglalap egyik egyik hosszabb oldaldn csatlakoznak a palést-
téglalaphoz. Megjegyezziik csupan, hogy erre a lényegesen kiilonboz6 — azaz tiikrozéssel, forgatassal egymasba at
nem vihet6 — lehetSségek szdma 6: ha az F fedSlap az 1. dbra F’ helyzetében van, akkor az A alaplap az alsé élen
4-féeleképpen csatlakozhat, az F helyzetben pedig 2 médon: A-ban és A’-ben; a lehetdségek szama egyébként nem
lényeges az allitas szempontjabol.
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1. dbra

Az ilyen esetekben az oktaédernek 4 éle vizszintes, koziiliik az el6irds szerint 3-at vagunk fel; a modellje mar evvel
szétnyilik két négy oldala gala palastta (2. abra).

2. dbra
E két palaston viszont csak 1-1 oldalélt vagunk fel, igy a két galapalast 4-4 haromszoglapja kiilon-kiilon osszefiiggs
marad és kiterithets, tovabba e két palast egymassal is Osszefiigg a nem vagott vizszintes él mentén és kiterithets. Az

1. dbrabeli kiterités megfelelGje a 2a. abran lathato.
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2a. dbra

Az ide tartozo esetekben tehat igazoltuk a feladat allitasat.

b) A kockamodell héatralevs felvagasi lehetGségeiben mindharom élirannyal parhuzamosan legalabb 2 élt vagunk
fel. A 7 vagas egyetlen lehetséges ilyen eloszlasa 3+2+2. Vagjunk fel a fliggsleges élekbdl 3-at, vagyis csak 2 oldallapot
hagyunk egymaéssal kozvetlen kapcsolatban — ezeket tekintjiik a kiterités magjanak —, ezekhez kozvetleniil csak A és
F csatlakozhat, és legalabb az egyik csatlakozik is, a tovabbi 2 oldallap pedig A és F' valamelyikén at csatlakozik.



Legyen mindvégig a kocka (hajtogatva) egyiitt marado két oldallapja az 1. abra 1-es és 2-es lapja — mondjuk igy
is: eliils6 és jobb oldali lapja. Az oktaédermodell innen ad6do felvagéasai céljara leirjuk egy az a) részben méar latott
felvagasat. Forditsuk ugy a 2. dbra modelljét, hogy eliils6 cstcsa foliilre és jobb oldali csucsa el6re jusson (3. &bra),
igy a fels6 gula a, b, ¢, d lapjai virdgsziromszerten szétnyilnak és mind a 4 vizszintes él hajtogatott.

3. dbra

Ebbél szarmaztatjuk a hatralevé kockafelvagasoknak megfelels oktaéderfelvagasokat ugy, hogy bizonyos lapokat
levagunk és valamelyik szomszédjukra atragasztjuk Sket. Az 1-es, 2-es hajtogatas miatt d mindenesetre levigando lesz
d'-r6l, a tdbbi 3 alsé—felss lappar viszont mindig egyiitt marad, a az a’-vel, b a b'-vel, ¢ a ¢-vel.

b 1. Tekintsiik elGszor a kockdnak azokat a felvagasait, amelyekben az 1, 2 maghoz A és F' kozil csak az egyik
csatlakozik. Az 1, 2 mag szimmetrikus egyrészt a vizszintes felez§ sikra, masrészt a kozos éliikon atmend atlos sikra,
ezért elég azt venniink, ha a maghoz csatlakozo lap A, és ha ez az 1-es alé csatlakozik. Ezzel (a 3 oldalélen tul) tovabbi
3 élt vagtunk fel: 2 fed6élt, valamint a 2-es és A lapok kozti élt (a 4. abran az eddigi 6 vagott él vastagitva van),
koziiliik 2 elolrsl hatra fut, ezért a 4-es (bal oldal-) lap ezekkel parhuzamos élei mar nem vaghatok, tehat a 4-eshez
két parhuzamos oldalan csatlakozik A és F'.

4. dbra

A hetediknek felvagando él a 3-as (hatulso) lapot valasztja majd el vagy A-tol, vagy F-t6l (az abra kettds vonalt
élei), tehat a befejezésre itt 2 lehet&ség van.

Felsoroljuk a 3. abra virdgjan végzendd valtoztatasokat. A két felvagott fedsél miatt a d’-r6l levagott d mindjart
hozzaragasztandé a-hoz, majd d-hez a c lap is (a jobb oldali oktaédercsiics koriili 4 lap igy d, ¢, ¢/, d’ sorrendben
Osszefiiggs és kiterithetd), tovabba az A — 4 — F Osszefiiggés miatt o’ és b’ kdzé vagas jon, de kapcsolatuk megmarad
az a', a, d, ¢, c, b’ lapsorozaton at (5. abra).

Nincs sziikség mas valtoztatasra, ha a 3-as lap az F-en at csatlakozik a maghoz; ha viszont ezt elvagjuk, emiatt
b és c Osszeragasztandok, de ekkor a 3-as és A kozti csatlakozéds miatt a b’ és ¢’ kozos élét kell vagnunk, megmarad a
hatso csics kiterithetGsége és Osszefiiggbsége.

b 2. Ha végiil az 1, 2 maghoz A-t F-et is hajtogatassal csatlakoztatjuk, mégpedig A-t ismét az 1-es laphoz, akkor
F-et csak a 2-eshez lehet, kiilonben az oldalkapcsolataitol elvagott 3-assal a 3 — F' — 1 — A lapnégyes jonne létre, amit
mar lattunk az a) esetekben. Ezzel elvagtuk A-t a 2-est6l és F-et az 1-est6l (6. abra bal oldali része), és a hatralevs 2
vagas egyike a 3-ast, mésika a 4-est vigja majd el A-tol vagy F-t6l.
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6. dbra

Lathato, hogy az eddig felvagott 5 él egyiittese dnmagéaba megy at a kockdnak azzal a 180°-os elforditasaval, mely
az l-es és 2-es lapot egymassal folcseréli, ezért a hatralevs 2 vagasi él gondolhatd 2 - 2 = 4 megvélasztasi lehetGsége
koziil ketts lényegében azonos. Elég tehat bizonyitanunk a feladat allitdsat a kovetkezs 3 esetben (6. abra azonos jelid
részei):

«) a 3-as lap is, a 4-es is F-en at csatlakozik a maghoz;

B) a 3-as az F-hez, a 4-es az A-hoz csatlakozik;

v) a 4-es az F-hez, a 3-as az A-hoz csatlakozik.

Az oktaéder megfelels felvagasai a sziromalakzat kdvetkezs szarmazékai lesznek: d-t mindharom esetben levagjuk
d'-r6l és atragasztjuk a-hoz, az o) esetben nincs is mas alakitani valo,

a 3) esetben elvagjuk b'-t a’-t6l, viszont hozzaragasztjuk b-t a-hoz;

a ) esetben elvagjuk b'-t ¢’-t6l, viszont hozzéragasztjuk b-t c-hez.

A b 1. esetben leirtakhoz hasonléan az oktaédermodell mindig kiterithetd és Osszefiiggé marad.

Sorra vettiik a kocka felvigasdnak minden lehet&ségét, mindegyikben igaznak talaltuk a feladat allitasat; a bizo-
nyitast tehat befejeztiik. — Azt is kaptuk, hogy a kocka lényegesen kiilonb6z6 halozatainak szama 6 4+ 2 + 3 = 11.

II. megoldas. 1. Elgszor a folvagott modellnek a foltevésbdl kovetkezd tulajdonsagait allapitjuk meg. A modell
12 élébdl 7-et folvagva, 5 éle hajtogathatéan marad. A halozatnak a sikra kiteritett allapotdban mindegyik ilyen él két
oldalan 4ll6 lap kézéppontjait Osszekdtve, egy 5 éld, 6 cstcsu H, grafot kapunk, csicsai a 6 kockalap kézéppontjai. (A
H bettivel a hatlapd szabalyos testre kivainunk utalni.) A hélozat 6sszefiiggssége azt jelenti, hogy barmelyik lapkozép-
pontbdl barmelyik masikba at lehet menni Hi élei mentén. Ezért Hi-et a kocka lapkdzéppont—isszefiiggési grifjanak
nevezzik.

A halozatnak mint sokszognek a hatarvonalait tekintve, a 6 lap egyiittes keriilete 24 egységnyi (kockaélnyi). Ebbdl
az b hajtogatott él 5 -2 = 10 egységnyit vesz fol belsé osztovonalakra, a maradé 14 egységnyi pedig a 7 vagott élbsl
ered, mindegyik 2 helyen jelenik meg, ezek hataroljik a hal6zatot. Bels6 hatarvonal nem lehet a sokszogben, mert
ha volna benne a halézathoz nem tartozoé rész: ,lyuk”; ennek szogei derékszogek lennének, oldalai egységnyiek vagy
ennek tobbszorosei, teriilete egy vagy tobb kockalapnyi, marpedig egyetlen négyzet koriilzarasahoz is 8 vele egybevagd
négyzet sziikséges, tobb, mint ahany lapja a kockdnak van. Igy — az Osszefiigg6ség alapjan egyetlen hatarvonal van,
ezen barmely pontjabol indulva és visszafordulas nélkiil haladva, 14 egységnyi ut utén visszaériink a kiindulépontba.

Masrészt a halozat sikba kiterithetd volta alapjan minden egyes kockacsicsba befuté 3 él koziil legalabb 1 fel van
vagva, kiilonben nem szlinnék meg a cstcsba befuté 3 lap egymashoz képest merevitett, térbeli helyzete.

Egybevetve az utobbiakat, kapjuk, hogy a halézat keriiletét egységszakaszokra bonté 14 pont kozt a kockanak
mind a 8 csicsa legalabb 1-szer el6fordul, tehat barmelyik kockacsiicsbél barmelyik masikba eljuthatunk felvagott élek
mentén haladva. Es ez természetesen akkor is érvényes, ha a halézatot visszahajtogatjuk kockava, vagy még fel sem
vagtuk, csak alkalmasan kijeloltiik a felvigando éleket. Eszerint, a modell feliiletén a 8 csiicsot és a felvagasra kijelolt
7 élt egy Hyp graf szogpontjainak, illetSleg éleinek tekintve, ezt joggal nevezhetjiik a kocka felvdgdsi grdfjinak is és a
kockacsicsok bejarési, dsszefiiggési grafjanak is.

A tovabbiakban Hi-et is a halozatbol visszaallitott kockamodellen tekintjiik.

2. A kivant bizonyitas més oldalrol valo elGkészitéséiil bizonyitas nélkiil kimondjuk a kockank és oktaédereink
kolesonos helyzetébsl adodod alabbi kapcesolatokat; bizonyitasuk atgondolasat az olvaséra hagyjuk.

Kockink O kozéppontja egyszersmind oktaéderiinknek is kdzéppontja.

Barmely az O-bo6l indulé félegyenes mindkét poliéder hatarfeliiletét egy-egy pontban metszi; més szoval: e két pont
egymaés vetiilete a masik poliéderen, O-boél valéd centralis vetités mellett.

Amint a kocka lapkozéppontjainak az oktaéderen levs vetiiletei az utébbinak a cstucsai (hiszen rendre azonosak),
hasonléan az oktaéder lapkdzéppontjainak a kockin levs vetiiletei a kocka csticsai.

Az oktaéder egy élének a kockan levs vetiilete olyan két egyenesszakaszbol allo torott vonal, mely a kocka két
szomszédos lapjanak kdzéppontjat koti Ossze, a koztiik levs él felezGpontjaban megtorve.

A kocka egy élének az oktaéderen levs vetiilete olyan két egyenesszakaszbol allo torott vonal, mely az oktaéder két
szomszédos lapjanak kdzéppontjat koti Ossze, a koztiik levé él felezGpontjaban megtorve.

3. Tekintsiik marmost az oktaédermodell 6 csicsat, valamint az elirds szerint felvagando 5 élét egy Ny graf
szOgpontjainak, illetve éleinek (az N betiivel a nyolclapi szabalyos testre utalunk) és nevezziik az oktaéder felvigdsi
grdfjanak.



Az elGiras szerint Ny és a kockalapkozéppontok Hy Osszefliggési grafja egymas vetiiletei. Mivel Hy szogpontjai kozt
szerepel a kocka Osszes lapkozéppontja, azért N1, szogpontjai kozt szerepel az oktaéder Gsszes cstcsa. Eszerint az
oktaédermodell mindegyik csticsdba befuté élek koziil legalabb 1 fel van vagva, vagyis mindegyik cstiicsdba befutéd 4
lap — ha a t6bbi 4 laptol eltekintiink — sikba kiterithetd.

Ahhoz, hogy a 8 oktaéderlap egyiittese is kiterithets, még egy megallapitast tesziink. Az Ny graf 5 élét egyenként
tekintve, 10 végzidésiik eloszlik az oktaéder 6 csucsara és mindegyikbe legalabb 1 végzddés fut be. Ezért 1-nél tobb
befutas legfoljebb 10 — 6 = 4 csticsban lehet, és tovabbmenve legalabb 6 — 4 = 2 cstcsba csak 1 végzddés fut be (mint
egy zsékutca). Kezdjiik az oktaéderlapok kiteritését az Ni-nek egyik ilyen végpontja, a Cy koriili 4 lappal. Mar csak
arra hivatkozunk, hogy H) Osszefliggd volta alapjan Ny is Osszefiiggs (a vetités megtartja az Osszefliggbséget), ennek
alapjan C; kornyezete utan kiterithets az Ni-beli Co szomszédjanak kornyezete és igy tovabb, az oktaéder mindegyik
cstcsanak kornyezete, vagyis a felvagott modell egésze.

Meg kell azonban mutatnunk, hogy az ilyen kiterités Osszefiiggs, hiszen Ni-en haladva a fentiek szerint eljutunk
1-nél tobb éld szogpontjaba, ekkor a megfelel6 csicsba befuté élek koziil legalabb 2 van felvagva, és ezért a csics
koriili 4 lap kozt van olyan kettd, amelyek csak a tovabbi 4 lapon at fiiggnek Ossze egymassal. Tekintsiik evégett a
fenti Hy; (kockacstcs-Osszefiiggeési) grafnak az oktaéderen levs vetiiletét is egy Ny grafnak. Ennek szégpontjai tehat
a 8 lapkozéppont és mindegyik éle olyan két szomszédos lap kézéppontjat koti ossze (k6z0s élik felezGpontjan at),
amelyek kozti oktaéderél nincs felvagva, hiszen a neki megfelels kockaél — mint Hyp-nek éle — fel van vagva. Es mivel
Hyp Osszefiiggs, azért Nip is, és Ny mentén az oktaédermodell kiteritettje is Osszefiiggs. A probléma allitasat ezzel
bebizonyitottuk.

Osszeallitva Gonddcs Ferenc, Komjdth Péter és Szabé Gydrgy dolgozataibol.

Megjegyzések. 1. Tulajdonképpen azt is bebizonyitottuk a fentiekkel, hogy forditva, minden kiterithets és 6sszefliggs
oktaéderhéalézathoz is tartozik egy kiterithetd és Gsszefiiggd kockahalozat. Igy — az I. megoldast is figyelembe véve — a
kiilénboz6 kockahaloézatok és kiilonb6z6 oktaéder halézatok szama egyarant 11.

2. Felhasznalhat6 a bizonyitas befejezésében az is, hogy grafjainkban nincs un. kérit, vagyis olyan résziik, amelyen
egy szogpontbol egy méasikba olyan két aton lehetne eljutni, melyek egyetlen élt sem tartalmaznak kdzosen. Hyp-re ez
igy adddik: ha volna benne korit, ez elvagna egymastol a kocka feliiletének azt a két részét, amely jobb és bal keziink
feldl esnék, mig a korutat egyszer koriiljarjuk, igy pedig a kiterités nem lenne 6sszefiiggs. N1 pedig azért korutmentes,
mert ha a fentiek szerinti ,zsdkutca’-éleit elhagyjuk, legfoljebb 3 éle maradna korat céljara, ezek pedig elvagnak az
altaluk hatéarolt oktaéderlapot a tobbiektdl.



