akar a masik part, akar mindkett6t folcserélve a bal oldal valtozatlan marad. Mas indexcserék esetén viszont a kifejezés
értéke megvaltozik.

I. Bontsuk {6l az egyenlet bal oldalat két masodfoku polinom szorzatéira, melyeknek zérushelyei a1 és x4, illetve a3
és x4:

(2) ot +4ba® + 6ca’® + 4dx + e = (22 — pr +q)(2® — Pz + ),
ahol tehat

1+ X2 =D, x3+ s =7,
o) ,

T1T2 = ¢, T3T4 = ¢ .

Foltettiik, hogy a = 1, ami csak azt jelenti, hogy b/a, ¢/a, d/a, e/a helyett rendre (4j) b, ¢, d, e betiit irtunk; ezaltal
sem a gyokok nem valtoztak meg, sem a determinans 0 vagy nem 0 volta, mert az Gj determinans értéke az eredetiének
1/a® része (mind a harom sorbol kiemeliink 1/a-t).

Az egyiitthatok 6sszehasonlitasabol

(4) p+p’ = —4b,

(5) q+q +pp’ = 6c,
(6) pqd'+p'q = —4d,
(7) qq =e.

Ennek a rendszernek 3 megoldasa van, hiszen pl. az «, 3, 7, 6 szdmok 3-féleképpen rendezhetk két parba, o parjanak
egymas utan S-t, v-t, végiil d-t véve. Azaltal azonban, hogy x1, 2, x3, x4-et harmonikus csoportnak tessziik fel — ami
méar nem engedi meg a négy gyok tetszés szerinti indexelését —, a megoldést egyértelmiivé tessziik. A definicié szerinti
kapcsolathol atrendezéssel, majd (3) felhasznalasaval

(8) 2(z122 + x374) — (21 +22)(23 +24) =0, 2(¢+¢) —pp' = 0.
Ennek alapjan (5) helyére két egyenletet irhatunk, vagy csak p vagy csak g bettkkel:

(5") pp’ = 4c,
(5”) q+q =2

Marmost p és p’ a (4) és (5') alapjan, ¢ és ¢’ pedig (5”) és (7) alapjan rendre a kdvetkezs két egyenlet gyokei:
p? 4+ 4bp + 4¢ = 0, ¢ —2cq+e=0,

vagyis

pz—2(b+£x/ﬁ), pI=—2(b—€Vbz—C>a
g=c+8V/Z —e, ¢ =c-d0/e2—e,

ahol ¢ és § értéke egymastol fliggetleniil +1 vagy —1.

Ezeket a még hatra levs (6)-ba helyettesitve, majd kifejtve, rendezve

(b+£\/b2—c) (0—5\/02—e> + (b—E\/b2—C) (c+(5\/c2—e> = 2d,
(9) —edVb? —c-vc2—e=d—bc,

végiil négyzetre emeléssel, rendezéssel

9 (b —¢)(c* —e) = (d — bc)z,
(10) ce 4+ 2bed — 3 — d* — b%e = 0,

ez sziikséges foltétele annak, hogy teljesiiljon (2), (3) és (8), mas szoval, hogy 1, x2, x3, x4 az (1) gyokei legyenek és
ebben a sorrendben harmonikus csoportot alkossanak.

Es mivel a foltételbeli determinanst kifejtve éppen (10) bal oldalat kapjuk (a = 1), azért a determinans elttinése
valoban sziikséges foltétel.

II. Tegyiik fel — megforditva —, hogy a determinéns értéke 0. Ez — mint lattuk ekvivalens (9) teljesiilésével, s mivel
itt a jobb oldal nem negativ, azért a bal oldali tényezék egyezd elSjeliek. Igy a (9)-beli két négyzetgydk egyforman



vagy valos, vagy tiszta képzetes, tehat e, § megvalaszthatok ugy, hogy (9) két oldala elGjelben is egyezzék. Legyen
Vb2 — ¢ egyik, rogzitett értéke P, és \/c? — e-nek az az értéke @, amelyre PQ = d — be. Ekkor a

p=-20+P), p=-200-P), g=c+Q, ¢=c-Q
kifejezésekre (6) ekvivalens (9)-cel, és mint a behelyettesités mutatja, (4), (5), (7) és (8) mindegyike teljesiil. Ha tehat
Z1, 68 T, ill. x3 és x4 rendre a (2) jobb oldala els6, ill. masodik tényezGjének O helyeit jelolik, ezek (8) teljesiilése
alapjan harmonikus csoportot alkotnak. Ezzel bebizonyitottuk a kitizésbeli foltétel elegend6 voltat.
Komydath Péter, Papp Zoltdn

IT. megoldas. Jeloljik az (1 — x3)(x2 — x4) + (1 — x4)(x2 — x3) kifejezés értékét K-val, a feladatban szerepld
determinénst A-val, értékét pedig D-vel. Azt kell megmutatnunk, hogy K és D értéke egyszerre 0 vagy egyszerre nem
0, ha 1, x9, x3, 4 a A-ban szerepl6 egyiitthatokkal felirt egyenlet gyokei.

Ha a gyokokbdl levonunk egy ¢ szdmot, vagyis 6ket az

(11) Ti=x1—t, Th=m3—t, THh=x3—t, T)=x4—1
szamokkal helyettesitjiik, akkor K értéke nyilvan valtozatlan marad. Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik meg D értéke a
(11) transzformécié hatasara. A (11) alatti gyokok az
a(z — )t +4b(x — )3 + 6¢c(z —t)? +4d(z —t) +e =0
egyenlet gyokei, a (11) transzformécié tehat az egyiitthatokra az

/

a =a,
b = —at + b,
(12) d = at® — 2bt +c,

d' = —at® + 3bt? — 3ct + d,
e = at* — 4bt® + 6¢t? — Adt + e
transzforméaciot jelenti. Az 1j egyiitthatokkal felirt A’ determinans értéke megegyezik az eredeti determinéns értékével,

hiszen ha A els§ oszlopanak t-szeresét levonjuk a méasodik oszlopbol, majd az uj masodik oszlop (—2t)-szeresét, és az
els6 oszlop (—t%)-szeresét hozzaadjuk a harmadik oszlophoz, akkor az

a b—at ¢ — 2bt + at?

b c—bt d—2ct + bt?

c d—ct e — 2dt + ct?
determinéanst kapjuk. Ennek els§ soranak t-szeresét levonva a 2. sorbol, majd az 4j masodik sor (—2t)-szeresét és az
els6 sor (—t?)-szeresét a harmadik sorhoz hozzaadva A’-t kapjuk.

Valasszuk t-nek z4-et, ekkor x; értéke 0 lesz, elegendd tehat azzal az esettel foglalkoznunk, amikor x4 = 0, hiszen
ha ez nem volna igy, a fenti transzformaciéval olyan egyenletet kapunk, melyben az egyik gyok 0, és K, D értéke e
transzformacié alatt valtozatlan marad. Ekkor

K = (.Il — {Eg)IQ + Il({EQ — .Ig) = 2$1$2 — {Eg(Il + .IQ),

és e = 0 miatt

abc
D= |bc d|=2bdc—c®—ad?
cd 0
Az 21, xo, x3 szAmok az
(13) ax® + 4bx® + 6cx +4d = 0

harmadfoku egyenlet gytkei. Ha van a gyokok kozott 0-val egyenls, akkor d = 0, és D = 0 csak akkor lehet, ha még
¢ = 0 is teljestil. Ekkor tehat van (13)-nak még egy, 0-val egyenld gyoke. Megmutatjuk, hogy ekkor K = 0. Valoban,
ha zy =29 =0, vagy z; = 23 = 0, vagy 2 = x3 = 0, akkor K értéke mindig 0.

Megforditva, ha van a gyokok kozott 0, akkor K = 0 csak ugy lehet, ha ¢ = 0, hiszen a gyokok és egyiitthatok

Osszefiiggése alapjan
6c

E = xr1T2 + LL‘3(!E1 + 1'2) =3r122 — K.
Ha x3 = 0, akkor K = 0 miatt ;22 — 0, és ¢ = 0, ha pedig x; vagy zs értéke 0, akkor nyilvan ¢ = 0.
Ezzel belattuk, hogy ha van a gyckok kozott 0, akkor K és D értéke egyszerre 0. Ha nincs a gyokok kozott 0, akkor
K értéke akkor és csakis akkor 0, ha
2I1I2
1+ T2 ’
vagyis ha x3 az x1 és x2 harmonikus kézepe. Az 1701. feladatbanl] belattuk, hogy ez akkor és csakis akkor 0, ha D =0,

T3 =
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feladatunk megoldasat befejeztiik.



