I. megoldas. A feladatban szereplé miveletet egyszertiség kedvéért szorzasnak nevezziik — természetesen errdl a
szorzasrél nem hasznalhatjuk fel a valés szamok korében megszokott tulajdonsagokat, csak azokat, amelyeket a feladat
biztosit. Latni fogjuk, hogy ez a szorzéas példaul nem kommutativ, lesz ugyanis olyan X, Y elempéar, melyre X O Y
nem egyenld Y O X-szel. Emiatt az elsére azt mondjuk, hogy X-et jobbroél szorozzuk Y-nal, a mésodikra, hogy balrél.
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A tablazatbol leolvashatd, hogy barmely elemet az E elemmel akar jobbrol, akar balrol megszorozva magat az illetd
elemet kapjuk, az F tehat ugy viselkedik, mint a szamok korében az 1-es; emiatt egység-elemnek nevezziik.

A (III) tulajdonsag szerint barmely X elemhez van olyan Y elem, mellyel akar jobbrol, akiar balrol megszorozva az
egységet kapjuk, — ezt az Y elemet a tovabbiakban az X inverzének nevezziik és X'-vel jeloljiik. Megmutatjuk, hogy
minden elemnek csak egy inverze van. Legyen ugyanis X egy tetsz6leges elem, és Y7 is, Y5 is ennek inverze, vagyis

XOYi=Y10X=XQY,=Y>OX =E, ekkor
Yi=YiOE=Y0(X0OY)=M0OX)0Y,=EQY: =Y,

tehat Y7 és Ys egyenlGek, allitasunkat bebizonyitottuk. (Bizonyitas kézben felhasznaltuk a II tulajdonsagot.) Ha az X
elem inverze Y, akkor X QY =Y O X = E, tehat egyben azt is mondhatjuk, hogy Y inverze X, vagyis barmely elem
inverzének inverze maga az eredeti elem.

A tablazatbol leolvashato, hogy A inverze C, G inverze D, és H inverze F. Az F inverze nyilvan F, igy B inverze
csak B lehet. Rendezziik ugy 4t a tablazatot, hogy az inverz elemek egymas mellé keriiljenek, és szorzatuk az abra
foatlojaban (a jobbra lejt atloban) legyen (2. bra).
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2. dbra

A B-t az F ala (moge) tettik, igy az elemeket kettesével csoportositva a tablazatban négy vizszintes és négy
fliggbleges sav alakult ki.
A megadott szorzatokbol tjakat kapunk, ha felhasznaljuk, hogy az (X Y szorzat inverze Y’ () X', hiszen

XOY)O'0X)=X0O(Y O 0X)) =
=XQ0 ((YQY’)QX’) =XQ(EOX)=X0OX'=EFE
Tablazatunkban az X QY elem az X jeld sor és az Y jeld oszlop talalkozdsanal van, az Y’ () X’ elem pedig ennek

a helynek a f6atlora vett tiikorképén, hiszen az Y’ elem ugyanannyiadik sorban van, mint ahanyadik oszlopban Y all,
és X' ugyanannyiadik oszlopban talalhato, mint ahanyadik sorban X all (4. abra).



Xy

H

[

[

|
X — S

|
Yofmm— o

i

4. dbra

Igy a tablazatban megadott szorzatokat a foatlora tiikrozve, és a kapott helyre inverziiket irva, a tablazatnak tobb
mezejét kitolthetjik. (Kozben talaljuk, hogy FF O C = G, A H = D, amint azt vartuk, tehat e két szorzatbol az
egyiket ,feleslegesen” adta meg a feladat.)

A tablazat mostani allasabol kiolvashato, hogy F (O F = B. Hasonl6 allitas igaz az A, D elemekre is: BO A’ = A
és BO D' = D, emiatt

AQA=BOA)OA=BOA OA)=BOE=5B,
DOD=BOD)OD=BQOD' OD)=BQOE=B.
A szorzat inverzére tett megallapitasunkbol ennek alapjan kovetkezik, hogy
AOA=A0A) =B =B,
D'OD =(DQOD) =B =B,
FFOF =(FQF) =B =B.

Ezek alapjan konnyen kitolthetjiik B sorat és oszlopat, hiszen ha X egy tetszéleges, B-t6l és E-t6] kiilonbozs

elemet jelol, akkor X (O X = B. Ennek alapjan (3. dbra)
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3. dbra

XOXOB)=(X0OX)OB=BOB=E,

tehat X O B az X inverze, és hasonl6 modon
BOX)OX=BOXOX)=BOB=E,

tehat B O X is X inverzével egyenld.

Mivel B (O B = E, a B elem részben tgy viselkedik, mint a (—1) a valos szdmok kérében, igy B () X = X’ miatt
X't ,— X -nek is gondolhatjuk, és azt sejtjiik, hogy az elSjeles szdmok szorzasanak ismert szabalya itt is érvényes.
Valoban, ha X és Y két, az E-t6l és B-t6l kiilonbozs, de egymastol nem feltétleniil kiilonb6z6 elem, akkor

X'OY=(BOX)OY=BOXOY)=(XOY),
XOY=X0O¥OB)=XQY)OB=(XQY),
X'OY' =X 0Y)=(x0Y)) =Xx0Y,
ami annak felel meg, hogy kiilonb6z6 elGjeliiek szorzata negativ, ugyanolyan elGjeliiek szorzata pozitiv a valés szadmok
korében.
Elegendd tehat az A, D, F' elemek kozti szorzatokat meghatarozni. A tablazatbol leolvashato, hogy A O D = F,

AQF=D', DO A=F' (tehét ez a szorzéas valéban nem kommutativ, hiszen A O D és D O A nem egyenl6ek); a
hidnyz6 szorzatok értéke pedig a méar ismert szorzatok alapjan:

FOA=(AQD)OA=AQMDOA)=AQF =(AQF) =D,

DOF=(AOF)OF=AQ(F OF)=AQE= A4,
FOD=(AQODOD=AQMDOD)=AQB=A'



Ezek alapjan mar minden héatra levs szorzat értékét meghatérozhatjuk és a miiveletrdl osszefoglalva kimondhatjuk,

hogy
— van egy egységelem, az F,
— van egy ,el6jel-elem”, a B,

— a tovabbi elemek inverz parokba, allithatok: A’ = C, D' =G, F' = H.
Az inverz elemeket is tartalmazo szorzatokra érvényes az ismert ,elGjelszabaly”,
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—az A, D, F elemek koziil két egymés utaninak a szorzata ciklikusan mindig a harmadik: AQOD =F, DQOF = A,
F (O A= D, a forditott sorrendben pedig a harmadik elem inverzét kapjuk: D QA=F, FOD=A, AQF=1D'.

Ennek a miveletnek nyilvian megvan az (I), (III) tulajdonsaga, azt viszont még meg kell mutatnunk, hogy (II) is
mindig teljesiil, azaz

XOY)OZ2=X0O(¥ O2).

Ez nyilvan teljesiil, ha az elemek koziil az egyik E, hiszen ekkor mindkét oldalon a masik két elem szorzata all. Ha
mindhirom elem B, mindkét oldalon B &ll, ha csak kett6 egyenlé B-vel, akkor mindkét oldalon a harmadik elem
all, ha pedig egy egyenlé B-vel, akkor mindkét oldalon a méasik két elem szorzatdnak az inverze all. Azt kell még
megvizsgalnunk, amikor az X, Y, Z elemek kiilonbdznek E-t6l és B-t6l.

Ha az X, Y, Z elemeket csak az A, D, F elemek koziil valasztjuk, elegendd azt az esetet vizsgalnunk, amikor
X = A, hiszen az A = D, D — F, F — — A megfeleltetés miivelettarté ezekre az elemekre. Igy 9 harmasszorzatot
kell kétféleképpen kiszamitanunk:

AO(AQA)=A0B=4,
AO(AQD)=AQF =D,
AO(AQF) =AQD =F),
AO(DOA)=AQF =D
AO(DOD)=A0B=4,
AO(DOF)=AOA=B,
AO(FOA)=A0D=F
AO(FOD
AO(FQF

—AQA =E,

)
)=AQB=A4,

(AOA)OA=BOA=4,
(AOA)OD=BOD=D,
(AOA)OF=BOF=F,
(AOD)OA=FQA=D,
(AOD)OD=FQOD =4,
(AOD)OF =FQF = B,
(AOF)OA=D QA=F,
(AOF)OD=D'OD=E,
(AOF)OF=D QF =A'.



Ha az X, Y, Z elemek kozott az A, D, F elemek inverze is el6fordul, az ,elGjelszabaly” alapjan mindkét oldalon
meghatarozhatjuk az eredményt gy, hogy elGszor elhagyjuk az inverzet jelols vesszdket, meghatarozzuk a szorzatot,
majd aszerint, hogy paros vagy paratlan szamu vessz6t hagytunk el, a kapott eredményt valtozatlanul hagyjuk, vagy
vessziik az inverzét. — Ezzel a feladat megoldasat befejestiik.

II. megoldas (csak a tdbldzat kitoltésére). Bebizonyitjuk a kiovetkezd segédtételt: az (I)—(111) tulajdonsagokbol
kovetkezik, hogy elemeink mindegyike a tablazat minden egyes soraban, oszlopaban f6llép. Ebbdl tovabb az kdvetkezik,
hogy minden sorban, oszlopban egyszer lép fol, hiszen a sorok, oszlopok szama egyezik az elemek szamaval. (Az
eredetileg beirt adatok nem mondanak ellent allitdsunknak.)

U-val és V-vel egy-egy tetszés szerinti elemet jelolve (lehetnek egyezsk is), ezt fogjuk bizonyitani: létezik olyan X
és olyan Y elem, amelyre

(1) XQUu=V, ill. UQY =V,

vagyis, hogy a V elem az U oszlopban is és az U sorban is el6fordul. Hasznaljuk az I. megoldasban bevezetett
beszédmodot és az inverz elem fogalmat is.

Megkeressiik U-nak U’ inverzét, tovabba a V QO U’ és az U’ O V szorzatot, amelyek (I) szerint léteznek. Ekkor a
kovetkezs két szorzéas — (II)-t is folhasznalva — megadja allitasunk bizonyitasat:

VOouU))OUuU=voU ou)=vOoE=YV,
UOWU OV)=UQU)OV=EQV=V.

Ezzel megadtuk az (1)-nek eleget tevs elemet:
X=vOUu, il. Y=U'QV,

mas szoval: megoldottuk az (1) egyenleteket. Folhasznaltuk azt is, hogy a tablazat teljesen kitoltott 1. sora és 1. oszlopa
elemrdl elemre egyezik a fejrovattal (az oszlopok, sorok jelzs betijével), mas szoval azt, hogy E-vel barmelyik elemet
akar balrol, akar jobbrol szorozva, magéat az elemet kapjuk.

Segédtételiink alapjan beirhatjuk C' oszlopanak két iires helyére a benne még nem szereplé B és D elemeket,
koziiliikk ugyanis az utolsé sorbeli mezére csak D irhaté, hiszen az utolsé sorban mér van B bejegyzés, ennélfogva B-t
a C O C szorzat eredményének irjuk be (5. abra, az 1. dbra mellett).

Annak a két ténynek az alapjan, hogy C' oszlopa immar teljes, és hogy C-nek dnmagaval valo szorzata — roviden:
Jnégyzete” — egyenls B-vel, jelképesen C? = B, kitolthetjiik B teljes oszlopat, C-vel valo kétszeri szorzas utjan, az

XOB=X0O(C0O0)=(X0OC)OC

azonossag folhasznalasaval, hiszen az utolsé alak céljara minden X-hez kiolvashatjuk (X O C) = Y, majd minden
adodo Y-hoz (Y O C) ,ertékét”. Peldaképpen el6bb a B oszlop mar meglevs két bejegyzését ellendrizziik:

E(QB(azaz X = F) céljara: EQC=C ¢é CQOC=B8B,

D (O B(azaz X = D) céljara: DOC=F é FQOC=G,
ez a két adat tehat megegyezésben van — nincs ellentmondasban — az eddig félhasznaltakkal. Hasonldan X = A
mellett AOC =FE é EQC = C, tehat A O B = C; az oszlop tovabbi hidnyzo elemei pedig rendre E, A, H, D,
F, egymastol és az elbbiektd] kiilonbozok, az oszlop dnmagaban ellentmondéstalan. (A segédtétel szerinti, valamint
az eddigi bejegyzésekhez viszonyitott ellentmondéstalansagot a tovabbiakban nem mondjuk ki, bar természetesen
ellengrizziik, hiszen ellentmondas follépése hidbavalonak mutatna a tovabbi munkéat.)

Most mar a B oszlop teljes voltat is félhasznalva, hasonloan kitdlthetjiikk B () C = A oszlopat, a vele jobbroél vald
szorzést is két szorzasra felbontva:

XO0A=XOBOO)=X0OB)OC,

a hidnyzoé betiik rendre B, C, E; D, F, G.
Eddigi fogasunk nem hasznélhat6 tovabbi teljes oszlopok kitoltéséhez, mert az eddig kitoltott oszlopokhoz tartozé
A, B, C elemek, valamint az eleve teljes oszlopu E koziil barmelyik kettének barmelyik sorrendben vett szorzata sem
ad ,ij” elemet, szemléletesen mondva: a tablazat bal fels6 negyedében nem fordul el6 D, F', G, H egyike sem.
Kitolthetjiik viszont az A sor még iires két mezejét, a sor még nem hasznélt szorzatai és az eddigiek alapjan:

AOD=AQHOC)=(AOH) OC=DOC=F,
AOG=A0FOOC)=(AOQOF)OC=GOC=H.
Ezekre tamaszkodva B, majd C sora valik teljessé

BOX=(A0A)OX=4A0A0X)és
COX=(A0B)OX=40B0OX)



alapjan — most jobbrol bal felé haladva a kiszamitasban — a sor végén G, H, D, F|ill. H, D, F, G bejegyzésekkel.
Hasonléan H sordban

HOD=HQHQC) =HQOH) OC=BOC=Aés
HOG=HO(FOC) =HOF)OC=EQC=C,

végiil e sor és a kovetkez6 azonossagok alapjan rendre G, F', D sorat tessziik teljessé:

GOX=(HOAOX=HOAOX),
FOX=(GOAOX=GCOAOX)ss
DOX=(FOAOX=FOAOX)

(koénnyitésiil megjegyezziik, hogy a jobb oldal szerinti, id6ben els6 szorzas mindhéaromban ugyanaz).

Selényi Péter és Gonddcs Ferenc
megoldéasainak felhasznalasaval



