I. megoldas. Nyilvanval6, hogy minden n esetére az a,-nél nagyobb b, szamot kapunk, ha a kozos 2 alap folé
mindeniitt nagyobb kitev6t irunk. Legyen b, kifejezésében a kitevs az a, beli

(1) 0, 1, 2, ..., n—1, n
helyén rendre a kovetkezs:
(2) 2041, 2V 41, 2241, ..., 2"yl 2" 42

(vagyis az utolso kitevé masodik tagja 2, az el6bbieké 1), tehat

b, = \/22°+1 + \/221+1 +...+ \/22“’1 + 1+ V22" +2,
és
an < by.

A kapott b, szamok kozds értéke viszon v/8 ez tehat az a, szdmoknak egy kozos korlatja. Valoban, a legbelsd,
az (n + 1)-edik négyzetgyok egyenld a kozvetlen elStte 4llo taggal, hiszen a gyok alatti kitevs kétszer akkora, mint a
kozvetlen el6tte allo tagé; igy az n-edik gydkjel alatt e tag 2-szerese,

22n71+2

all. A tovabbi gyGkvonasok soran ugyanez ismétlédik, és még n — 1 gyokvondast végrehajtva
by = V22042 = /8,

fiiggetleniil az n-t6l.
Azt kell mar csak igazolnunk, hogy a (2) kitevSsorozat minden egyes tagja nagyobb az (1)-beli megfelelGjénél, azaz
hak=0,1, 2, ..., akkor
2" 41> k.

Ez k=0, 1, 2 esetén igaz. Ha pedig valamely k-ra teljesiilt, akkor a kovetkezGre
k41 =22 41520k - 1) +1=(k+1)+(k—2)>k+1,

és ezt akartuk megmutatni.

Ginddes Ferenc

II. megoldas. Jeloljik az a,-beli (elolr6l szamitva) k-adik gyokjel alatti kifejezést Lg-val. Megmutatjuk, hogy
n—+1>k> 3 esetén

(3) L < 2k,
Ez k = n + l-re igaz, mert L, = 2" < 2", Ha marmost (3) teljesiil egy k-ra (k > 3), akkor
Lio1 =282 4 /Ly <2872 425 < ob-2 p ob=2 — gkl

hacsak

| F

<k—-2, azaz k—12>3,

an<\/1+\/2+\/§<\/1+x/5<2,

amint allitottuk.
Eszerint pedig

amint a feladat allitja.

Papp Zoltdn

II1. megoldas. Az a, szdmsorozat szigortan monoton névekvs, minden egyes tagja nagyobb az elGtte allonal:
Ap+1 > ap, mert benniik a (kivilrsl szamitott) n + 1-edik négyzetgyodkjel alatt rendre

2" V2t il 2n

all, ahol a nagysagviszony nyilvanvalo, és ebbdl a két szambol mar ugyanazokkal a 1épésekkel haladunk: a,41 és ap
kiszamitasaban és a valtakozva végzett négyzetgydkvonasok és ugyanazon szadm hozzidadasai ezt a nagysagviszonyt
valtozatlanul hagyjak. Eszerint ha n > 1, akkor a,, > a; = 1.



Megmutatjuk maésrészt, hogy

Apg1 < \/ 1+ ﬁan.

Szorozzuk meg evégett a,-et V2-vel a kivetkez6 modon. Az elsG gyokjel alatti tagokat 2-vel, de a masodik tag, a
négyzetgyok ala vigylik be a szorzot, ott tehat 2-nek mar a négyzetével szorzunk, hasonléan a harmadik gyokjel alatt a

2.2 = 4-ik hatvanyéval, és igy tovabb, az (n+1)-edik négyzetgydkjel alatt méar 22" lesz a szorzo6. Ezaltal \/1 + v/2a,-nek
(n + 2) gyokjelet tartalmazo kifejezése:

14 2-14—\/22-2+\/222 -22+...+\/22“’1 Son—1 4 /22" . on,
vagyis a (k + 2)-edik gyokjel alatti elss tag (k + 2 > 2):
92" . ok — gh+2"

Ezzel szemben a,,11-nek a (k 4 2)-edik gyokjele alatti els6 tag a definicié szerint

k+1
27T,

és mivel a kitevsk kozott nyilvanvaléan fennall a

E+2F>k+1

\/ 1+ \/gan > Up41,
\/1+\/§an > Q.

Innen négyzetreemeléssel (hiszen a,, > 0), dtrendezéssel

egyenl6tlenség, ha k > 0, azért valéban

és a,, monoton noévekedése alapjan

1
an — — < V2.
2%

Végiil mivel a,, > 1, és igy
1 )
0< — <1, azért
Qn

1
anp —1<a, —— <2,

2%

tehéat
an < 14+V2.

(A most kapott fels§ korlat nagysagra nézve az L. és I megoldasban kapottak kozott all.)
Féldvari Csongor



