Az 1 - 3. abrak kiilonb6zo folvételekben mutatjak be a feladat foltevéseit és allitasat.

1. dbra

Megjegyezziik, hogy konvexség nincs foltételezve a négyszogekrol. igy az ,oldal” ,,atlo” nevek hasznalatanak nincs
helye; e természetesen at is haladhat a négyszogeken.
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2. dbra

A speciélis folvételii 2. abran az (1)-beli masodik és negyedik metszéspont egybeesik; a 3. 4bran pedig BC és A'D’
az e-vel parhuzamosak, ekkor is igaznak mutatja az allitast a szemlélet.
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— Belatjuk viszont mindjart most, hogy négyszdgeinknek — amennyiben nem elfajult négyszogek — magan az e
egyenesen nem lehet rajta egy szogpontjuk sem. Ha ugyanis pl. A volna rajta az e-n - vagyis az (1)-ben haromszor



szereplS pontok egyike —, akkor itt metszené e-t az AB, AC, AD egyenes és ezek révén a C'D’ és B'D’, végiil a B'C’
egyenes is, igy C’, D’ és B’ vagy egy egyenesen volnanak, vagy egybe is esnének A-val, vagyis az A’ B'C’ D’ négyszog
mindenképpen elfajult volna. Ha pedig B volna e-n — vagyis az (1)-ben csak kétszer szerepl6 pontok egyike —, akkor
itt metszené e-t BA é¢s C'D’, valamint BC' és D' A’, tehat hasonléan D’ azonos volna B-vel, marpedig D’ az (1)-ben
azonos szerepd A-val, tehat ez sem lehetséges. (Ha valamelyik négyszognek két szogpontja volna rajta e-n, akkor az
(1) metszések kozil a megfelels hatarozatlan lenne.)

2. A bizonyitas céljara térbeli centralis vetitéssel a két négyszog és az e egyenes alakzatarol olyan képet allitunk
el6, egy, az eredeti sikot metsz6 sikon, amelyben az (1) egyenesparok elemei paronként parhuzamosak. Ezutan bebi-
zonyitjuk, hogy a kérdéses BD, A'C’ egyenesek képei is parhuzamosak. Ebb6l az eredményb6l az allitas igaz voltat a
vetités tulajdonsigai alapjan fogjuk kikdvetkeztetni.

Legyen O egy, az alakzatunk S sikjan kiviil 116 pont és S; egy, az O és e altal meghatérozott S sikkal parhuzamos,
de attol kiillonb6z6, rogzitett sik. Egy S-beli P pont Py képét az OP egyenes (a vetitd sugar) S1-en 1lévs doféspontjaként
értelmezziik (4. abra).

4. dbra

Py akkor és csak akkor nem létezik, ha P rajta van e-n (ekkor OP parhuzamos Si-gyel); kiilonben P; egyértelmtien
létrejon. — Forditva, P; képe P, és S1 minden Q1 pontjanak S-beli képe egyértelmien az Q@Q; egyenes altal kimetszett
Q pont, kivéve annak az e* egyenesnek a pontjait, amelyet az O-n at S-sel parhuzamosan fektetett S’ sik metsz ki
S1-bdl, ezeknek a pontoknak nincs képe ebben a leképezésben (ekkor Q@1 parhuzamos S-sel).

Tovabbmenve, ha az S-nek f és g egyenesei az e-n levé E pontban metszik egymast, akkor f1, g1 képeik parhuza-
mosak, hiszen nyilvanvaloan at kellene menniiik E képén, E-nek viszont nincs képe. (Masképpen: f és g vetitGsikjai
az OF egyenesben metszik egymaést, ez parhuzamos S1-gyel, tehat a vetitGsikoknak Si-gyel alkotott metszésvonalai,
a képek is parhuzamosak. Egyébként f és f; az S-nek és Si-nek ¢ metszésvonalan metszik egymaést.) Hasonloan lat-
hat6 be, hogy akkor is parhuzamosak f és g képei, ha mindketts parhuzamos e-vel, és kiilonboz6 téle; ekkor f1 és g1
parhuzamosak t-vel (¢ || e).

Forditva: ha f1 és g1 az Si-ben egymaéssal parhuzamos, de S-sel nem parhuzamos egyenesek, akkor ezek képei e-n
metszik egymast, mert az O, f1 és O, g1 vetitGsikok metszésvonala parhuzamos S -gyel, benne van Sj-ben, tehat
metszi e-t, és a metszésponton atmegy az f, ill. a g kép. Ha pedig f1 és g1 az Si-nek S-sel, azaz t-vel parhuzamos
egyenesei, akkor ezek S-beli f és g képe parhuzamos egymaéssal és e-vel.

3. A legutobbiak, valamint a feladat foltevései és az 1. pontbeli megjegyzés szerint az ABCD és A’B'C’D’ négy-
szogek csticsainak Ap, Bl,... D] képei a végesben vannak és

(2) A1By || C1DY; BiCy || D1AY; CiDy || A\By; DiAy || BiCys AiCh || BID,

(5. &bra).



5. dbra

Tekintsiik az els6 kapcsolat alapjan azt a hasonlésdgi transzforméaciot, mely Aj-et Cf-be és Bi-et D-be viszi at;
ennek kozéppontja az A;C| és By D) egyenesek K metszéspontja — amennyiben létezik. (Ez a nyajtas vagy zsugoritas
természetesen a K-ra valo tiikrozést is tartalmazhatja, ilyenkor a nagyitési aranyszam negativ.) Legyen Cq, D; képe
ebben a hasonlésagban Cf, D} (tovabba C] egyben A} és D} egyben By), (2) szerint C} az A} D} egyenesen, D} pedig
a B{C{ egyenesen van.

Az A} D} és B{C] egyenesek altaldban metszik egymast egy M pontban. Alkalmazzuk ebben az esetben a parhu-
zamos szelSk tételét az M csticsi szog szaraira és egyrészt a B) D, A;C; szel6kre (amelyek parhuzamosak egymassal,
hiszen mindkett6 parhuzamos A;C;-gyel), masrészt az A B}, Cf D7 szelkre:
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ami ugyanazon tétel szerint azt jelenti, hogy a B} D} egyenes parhuzamos az A’ C} egyenessel. Hasonlosagi transzfor-
macionk szerint viszont By D} || B1D; tehat B1D; || A|C}. Ez pedig a 2. pont utols6 megéllapitasai szerint a feladat
allitasat bizonyitja, ha BiD; nem péarhuzamos t-vel, akkor BD és A’C’ az e-n metszik egymast, ha pedig BD || t,
akkor BD || A’C’ || e. (A bizonyitésban (2)-nek mindegyik kapcsolatat felhasznaltuk.)

Az iménti M pont csak akkor nem jon létre, ha A} D] || BiC] (6. dbra), azaz ha (2) szerint B;C; is, D14, is
parhuzamos veliik.

6. dbra

Ekkor, mivel megfelels oldalaik parhuzamosak, a D1C; A1 haromszog hasonl6 az A} By D} hdromszoghoz, a Dy CY Aj
haromszog pedig egybevago az utébbival, hiszen az egymésnak megfelels C; ill. B} csticsbol indulé magassaguk egyenld.
igy pedig DT A} = DiCi#D1 A} = By A}, tehat D} C A| By paralelogramma, és A|C} | By D7 || B1D1; ezzel az allitast
ilyen esetre is bebizonyitottuk. (Az A1 D, || B1Cy helyzet azt jelenti, hogy S-ben AD és BC ugyanabban a pontban
metszik e-t, és az egyszersmind a B'C’ és A’D’ egyeneseknek is a metszéspontja, 2. dbra.)

A felhasznalt K hasonlosagi kozéppont pedig csak akkor nem létezik, ha A,C] || B1 D). Ekkor A B; D C; para-
lelogramma, ¢s A1 By (és vele Ay B1C1Dq) transzlacioval (egybevagosagi transzformécioval) vihets at C]D'-be (ill.
Al B{C1 D mellé; a 6. abra egyszersmind erre is példat mutat).



4. Mindezek szerint a feladat eredeti alakzatanak O-n at Si-be vetitésével arra az esetre is bebizonyitottuk az
allitast, ha az (1) egyenesparok kozt van az e-vel parhuzamos par is. (Legfoljebb két ilyen par lehet, mert pl. A, B, C
és D mindegyikén at a szoban forgd 3 — 3 egyenes koziil csak egy lehet parhuzamos e-vel.)

Megjegyzés. A feladat allitasa ekvivalens a kovetkezével: négy pont (a sikon), melyek koéziil semelyik harom sincs
egy egyenesen, 6 egyenest hataroz meg, ezek koziil 5-nek egy adott (egyik adott ponton sem atmend) egyenessel vald
metszéspontjai egyértelmiien meghatarozzak a hatodik egyenesnek az adott egyenessel valé metszéspontjat. Erre az
allitasra kozvetlen bizonyitasok is adhatok.



