I. megoldas. Legyen az ABC haromszog koré irt kor kézéppontja K, a haromszogbe irt kor kdzéppontja O, a K
és O pontoknak a vetiilete a BC' egyenesen A; és Ay, az AC egyenesen By és Bs. Az O-n 4t BC-vel parhuzamosan
huzott egyenes messe A; K-t As ban, az O-n atmens, AC-vel parhuzamos egyenesnek és By K-nak a metszéspontja
legyen Bs.
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A bizonyitast az 1. abra viszonyaira fogjuk elmondani. Az A3OB3K négyszogben As-nal és Bs-nal derékszog van,
ez tehat harnégyszog. Megmutatjuk, hogy az AC egyenesnek az OK és C7Cs egyenesekkel alkotott szogeinek Osszege
egyenls az O A3 K szoggel; ezzel feladatunk allitasat bebizonyitjuk, hiszen ez utobbi derékszog.

AC és OK szoge egyenls a BsOK szoggel, hiszen B3O||AC. A BsOK szog egyenls a Bs A3 K szoggel, mert A3sOBs K
hirnégyszog. Elegends tehat megmutatni, hogy a CC1Cy és OAzBs haromszogek hasonloak. E két haromszog C,
illetve O csticsra tamaszkodo oldalai parhuzamosak, megmutatjuk, hogy az ardnyuk is megegyezik. A feladat szerint
CCy = ¢ — b. Ismeretes, hogy C Ay = s — ¢, emiatt
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OAgZAQAl:CAl—CAQZg—(S—C):

Tehat CCy : OAs = 2 : 1, és hasonldan kapjuk, hogy CCy : OB3 =2 : 1.

Megjegyzések. 1. Az O és K kozéppontok akkor és csak akkor esnek egybe, ha a haromszog szabélyos, akkor viszont
C, és Cy is egybeesik. Igy a feladat allitasa értelmét veszti.

2. Nem nehéz megfelel6en moédositani a bizonyitést az abran lathatotél kiilonbozs elhelyezkedés esetén sem, vagy
belatni, hogy allitdsaink érvényesek tetszoleges haromszogre, ha az el6fordulé szogeket és szakaszokat irdnyitott mennyi-
ségeknek tekintjiik. Elkeriilhetjiik azonban a diszkusszi6val jaroé nehézségeket vektorok hasznalataval is.

II. megoldas. A C,C5 vektor az egyenld abszolut értékd C1 A, AB, BCy vektorok Gsszegével egyenls, e vektorok
iranya pedig rendre az ABC haromszog megfelel§ oldalvektordnak az irdanyaval egyezik meg.




Elegendd tehat megmutatni, hogy (2. abra):
OK L (e1 +es + 93),

ahol e1, e; e3 a BC, C A, AB oldalvektorokkal megegyezé iranyd egységvektorok. Vektorok skaléris szorzatat felhasz-
néalva ezt a kovetkezé modon lathatjuk be. Legyen az A, B, C, O pontokhoz a K centrumbél htuzott helyvektor rendre
a, b, ¢, p, akkor

(p—a)(e2 +e3)
(p—Db)(ez +e)
(p—c)(e1 +e2)

0,
0,
0,

hiszen pl. az AO egyenes meréleges minden olyan egyenld szarti haromszog alapjara, melynek szarai egyiranytuak az
AC, AB oldalakkal. Osszefiiggéseinket, 6sszeadva kapjuk, hogy

2p(e; + ez +e3) —[(a+b)es + (b +c)e; + (c +a)es] =0.

Itt a masodik tag 0, mert pl. az (a+ b)) vektor merdleges AB-re, igy (a+b)es = = 0, és hasonlé médon (b+c)e; =0,
(c+a)ey =0. Igy

p(er +c2 +e3) =0,
amint azt bizonyitanunk kellett.

Lempert Ldszlo

Megjegyzések. 1. Konnyen belathaté a kovetkezd allitas: egységnek a haromszog koré irt kor sugarat véve, a K-bol

indul6 és az oldalakra, merdlegesen allo harom egységvektor 6sszege éppen a K O vektor (3. abra, a vektorok irdnyitasa:
mindegyik cstcstol a szemben levs oldal felé).

3. dbra

Ha pedig két vektor iranyitasat ellentétesre forditjuk, az 6sszegvektor végpontja a harmadik oldalhoz hozzéirt érint6
kor kozéppontjaban lesz.

2. Utobbi megoldasunkbol kiolvashaté a kovetkezs egyszerd allitas bizonyitasa is. Legyen ABCD egyenl$ szaru
trapéz. Emeljlink merGlegest az AD széar végpontjaiban az oda befutd atlokra, ezek metszéspontja legyen @, P pedig
legyen az atlok metszéspontja. Akkor PQ merdleges BC-re (4. abra).
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