I. megoldas. Indirekt tton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van két olyan szam: a és b, hogy sem a, sem a + p, sem
b, sem b+ p nem all el§ két kiilonbo6zs osztalybeli szam Gsszegeként. Jelolje a koziiliikk a nagyobbikat. Tekintsiik azt
az osztalyt, amelyben a 0 van. Ha akir a, akar b a masikban lenne, akkor a-nak, ill. b-nek nem volna meg a kivant
tulajdonsaga (hiszen 0 4+ a = a, és 04+ b = b), ezért a és b a 0-t tartalmazo osztalyban van.

Ugyanilyen meggondoléssal, ha ebben az osztalyban van z, akkor ebben van (b — z) (mod p) i és {a — (b —
x)} (mod p) is. Ezt & = a — b-re alkalmazva adodik, hogy 2(a — b) (mod p) is a 0-t tartalmazd osztalyban van.
Hasonloképpen x = 2 (a—b) (mod p)-re alkalmazva megint adodik, hogy 3(a—b) (mod p) is a 0-t tartalmazé osztalyban
van. Tovabb folytatva azt kapjuk, hogy

0, (a—=1), 2(a—0b)(modp), 3(a—>b)(modp), ..., (p—1)-(a—>b)(mod p)

mind egy osztalyban vannak.
Megmutatjuk, hogy a fenti p db szam mind kiilénb6z6. Ha ugyanis valamely 0 < k < < p — 1-re

k(a — b)(mod p) = I(a — b)(mod p)

lenne, akkor p osztané a (k — )(a — b) szorzatot, ami lehetetlen, hiszen 0 < |k — | <p, 0<|a—b| <p.
Tehat a 0-t tartalmazo osztaly pontosan p elemd, és igy a masik osztaly lires. Ellentmondésra jutottunk, igy valéban
csak egy megadott tulajdonsagt a szam lehet.
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II. megoldas. A feladat allitasa p = 2-re nyilvanval6. Ezért a bizonyitas soran feltessziik, hogy p péaratlan. Legyen
a két osztaly A és B. Tekintsiink egy olyan a szamot, amelyik sem maga, sem a + p nem allithat6 el egy A és egy
B-beli szam 6sszegeként.

Ha 0 <z < p—1és z egész, akkor egy és csakis egy 0 < y < p — 1 egész létezik, melyre vagy = + y = a, vagy
x4y = a + p fennall. Minden z-hez hozzarendeljiik az igy ad6dé y-t. Igy a 0,1,...,p — 1 szamokat sikeriilt parokba,
rendezni. Kivételt képez az az eset, amikor x =y = g, vagy T =y = %, ezen két eset koziil rogzitett a-ra csak az

a+p L . . p—1
lesz egész. Igy a parok szama

egyik kovetkezhet be, hiszen vagy g vagy

-1
A feltevés szerint az egyes paroknak azonos osztalyban kell lenniiik. Feltehetd, hogy pl. A-ban ny < P—- pAr van,

és a tobbi szam B-ben van. Ekkor 6sszeadva az A-beli szamokat, eredményiil nia + kp addodik, ahol 0 < k < n;. Ha
volna még egy ilyen tulajdonsagu b # a szam, akkor az okoskodést megismételve az adddna, hogy az A-beli szamok
Osszege n1b + Ip, ahol ismét 0 <[ < ny.

Tehat fennall, hogy nia + kp = n1b + lp, azaz

ni(a—0)=({—k)p.

Mivel a # b és |a — b| < p, ha | # k, akkor kell, hogy p|ni legyen, ha pedig | = k, akkor n; = 0-nak kell fennéllni.

Mivel 0 < ny < p%; mindkét esetben ellentmondéasra jutottunk.

Komjdath Péter (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IIL o. t.)

tu (mod p) jelentse azt a legkisebb nem negativ szamot, mely p-vel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint u. Ekkor fennall, hogy

0 <wu (modp) <p-1.



