Fel fogjuk hasznélni, hogy egy P ponton és az r sugart, O kozéppontu ko korre vonatkozé P inverzén atmend
barmelyik k* kor mer6legesen metszi ko-t, és hogy k* barmely pontjanak az inverz képét az 6t O-val 6sszek6t6 egyenes
metszi ki £*-bol. (Ha ez az egyenes érint6, akkor a pont a sajat inverz képe.) Valoban OP-OP; = r?, tehat k* barmely
P* pontjara és OP*-nak k*-gal val6 P; masodik metszéspontjara OP*-OP; = OP-OP, = r°, s igy P* és P} egyméas
inverz képei; az O-bol k*-hoz htzott érint6k hossza pedig r, vagyis az érintési pontok ko és k* metszéspontjai, a két
kor ide huzott sugarai eszerint merdlegesek, vagyis a két kor merslegesen metszi egymast (1. abra).

1. dbra

Jeloljiik a haromszog csucsait A, B, C-vel. Elgszér megmutatjuk, hogy a keresett P pontboél szarmazo Py, Py, P
pontok nem eshetnek egy egyenesbe. A P; pontok definicidja szerint ugyanis az A, P, Py, a B, Py, P» és a C, P, Ps
pontharmas egy-egy egyenesen van, igy ha P;, P, P; = P egy egyenesen volna, akkor ugyanerre az egyenesre esnék
A, B, C'is, ami lehetetlen. Létezik tehat a P; P, P3 pontok koré irt kor, jeloljik k-val, kbzéppontjat O-val. A k kor
a bevezet6 megjegyzés szerint merdleges a k1, ko, ks korok mindegyikére.

Mivel k1, ko, k3 sugara egyenld, azért O egyenld tavolsagra van az A, B, C pontok mindegyikétdl, tehat O megegye-
zik az ABC haromszog centruméval. Ez médot ad a k kor megszerkesztésére: mivel a k-hoz, ill. k1-hez metszéspont-
jukban huzott érint6k mer6legesek egymasra és dtmennek az A, ill. O ponton, igy az AO szakasz ks Thalész-korének
és k1-nek D; és Do metszéspontjai rajta vannak k-n is. Ezért k sugara egyenlé OD;-gyel. Ilyen k kor tehat akkor és
csak akkor létezik, ha ki sugara r < OA (egyenl6ség esetén k pontkor). Ez egyben a feladat megoldhatosaganak is a
feltetele, ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy r < AO. (Az r = AO eset trivialis, ekkor P és képei azonosak O-val.)

Az, hogy az ABC haromszog szabalyos, és hogy a ki, ko, k3 korok sugara egyenls, azt sugallja, hogy a PPy P
haromszog is szabélyos. Keressiink ezért ilyen megoldést. Vegyiink fel egy tetszoleges P’ P Py szabélyos haromszdget
k-ban (koriiljarésa egyezzék ABC-ével), hosszabbitsuk meg P'P;, P{ P, P;P’ oldalat Pj-en, Py- n, ill. P'-n tal és
jeloljiik e félegyeneseknek az ABC haromszdg koré irhaté k' korrel vett metszéspontjait rendre A’, B, ill. C'-vel. A
120°-0s forgasi szimmetria miatt az A’ B’'C’ haromszog szabélyos, létezik tehéat olyan elforgatés, amely ezt az ABC
haromszogbe viszi at. Vigye at ugyanez az elforgatas a P’ P, Py haromszdget a PPy P, haromszdgbe.

Az igy nyert P pont egy megoldésa feladatunknak, ugyanis P, P;, A egy egyenesen vannak (PA > P A), s igy
a fenti megjegyzés szerint P, a P pont ki-re vald inverze, hasonléan P a P; inverze ko-re, és P a P, pont ks-ra
vonatkozé inverze.

Ugyancsak megoldas az a @, Q1, Q2 pontharmas is, amely a P’, P/, Py harmasnak az az elforgatasa, hogy QQ1-nek
@-n tali meghosszabbitasa megy at A-n (igy QA < @1A), Q1Q2-nek Q1-en tuli meghosszabbitasa B-n és Q2@Q-nak Q2-n
tili meghosszabbitasa C-n. Konnyen lathato, hogy ez a két pontharmas — az indexeket nem tekintve — szimmetrikusan
helyezkedik el k-nak A-bol indulé atmérGjére nézve.

Megmutatjuk, hogy tobb megoldas nincs, k-nak barmely P-t6l és Q-tol kiilonb6z6 R pontjabol indulunk is ki;
a feladat szerinti harom inverzié végrehajtisa utdn mindig R-t6l kiilonb6zé pontot kapunk. Ennek soran k-nak a
végpontjaival emlitett ivein mindig a két végpont &ltal meghatarozott rovidebb ivet értjiik.

Ha R a PP, iven van, ki-re vonatkoz6 R; inverze is ezen az iven van, Ry atkeriil a PP, ivre, és R3 is ezen az iven
adodik, tehat nem lehet azonos R-rel.

Ha R a PP, iven van, Ry a P; P5 ivre keriil, R, is itt keletkezik, és R3 a PP iven lesz, ismét nem lehet azonos
R-rel.

Ha R a P,@ iven van, Ri-et a Q@1 iv mindenesetre tartalmazza, Ry pedig vagy PiQ2-re, vagy P Ps-re keriil, R3
eszerint vagy QQ2 vagy PP;-en lesz, és egyik esetben sem lehet R-rel azonos.

Végill ha R a QP iven van, Ry a PQ ivre, Ry a Q1Q2 ivre és R3 vagy QPs-re, vagy P Ps-re keriil. Egyik esetben
sem kapunk tehat tovabbi megoldéast.
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Megjegyzés. Olyan P-t keresve, mely Pj-gyel és P-vel egy szabalyos haromszog cstcsait adja, ez kimetszhets k-bol
APC< = 120° alapjan az AC szakasznak azzal a 120°-0s i latokorivével is, amely AC-nek B-t tartalmazo oldalan van.






