Ha x; és x4 pozitiv, akkor x1y; — z12 és Tays — z% csak ugy lehet pozitiv, ha y1, y2 is pozitiv. A bal oldali nevezébe
be tudjuk hozni x1y; és x2ys-t a kovetkezs egyenlGtlenség alapjan:

(3) (21 +22) (11 +y2) > (VEryr + \/w2y2)2'
Valoban, a két oldal kiilonbsége
(@1 + 22)(y1 +y2) = (VEYL + VT22)” = T1ye + T2y — 2V/TTY1T2Y2 =
(vVa1ys — vazy1)” > 0.

Itt egyenlGség akkor all fenn, ha van olyan ¢ valos szam, hogy y1 = tay, y2 =t (t = y1/x1).
A (2) bal oldalan allo tort (3) alapjan igy novelhetd:

B = : 5 < i 2 7 =
(1 +22) (Y1 +y2) — (21 +22)°  (VZ1Y1 + /T242)” — (21 + 22)
2
@ B (Vo1 + 21) + (V2212 + 22) ' (VT1yr — z1) + (V722 — 29)
2 2

Valoban, noveltiik a tortet, vagy nem valtoztattuk, mert a nevezje csak csokkenhetett, de még pozitiv maradt a
feltételek szerint. Tovabbra sem csokkentiink, a két szamtani kbzepet a nevezGben a mértani kézéppel helyettesitve:

B< 2 _

T+ ) (VTR + 22) - (VAT — 22) (Vs — =)

2 1 1
(5) = =2 5 5.
V(xyr — 22)(w2ye — 23) T1y1r — 27 Tay2 — Z5

Itt a jobb oldali mértani kozép helyett a nem kisebb szamtani kozepet irva ismét nagyitunk és ezzel a kivant egyen-
16tlenséget kapjuk:

8
B = 5 <
(1 + 22)(y1 +y2) — (21 + 22)
1 1 1 1 1
(6) 32(‘( 7+ 2)): 7t 2"
2 \z1y1 — 29 ToYo — 25 T1Yy1 — 23 TolYo — 25

Az egyenl6tlenség jele csak akkor nem hagyhato el, ha sem (4), sem (5), sem (6) alatt nem noveltlink. Ez akkor &ll
fenn, ha alkalmas t-vel
Y1 =tw1, Yo = lwy,

tovabba
VT1Y1 + 21 = \/T2Y2 + 22, VT1Y1 — 21 = \/T2Y2 — 22,
végiil
2 _ 2
T1Y1 — 21 = XT2Y2 — 25.

Az utolsé egyenlGség kovetkezik az el6zd kettSbal, tovabba kovetkezik beldlik

VI1Y1r = /T2Y2, 21 = 22,
végiil az el6bbibdl az elsé két egyenl6ség felhasznaldsaval, mivel az xz-ek is, y-ok is, s igy t is pozitiv
Vi, = Vitxs, Vt>0, tehat x =xo, és igy y1=1y2.

Egyenl6ség tehat egyedill az x1 = x9, y1 = Y2, 21 = 22 esetben all fenn.
Firedi Zoltdin (Budapest, Moricz Zs. Gimn., IL o. t.)
Megjegyzés. A (3) egyenl6tlenség specialis esete a kovetkezs, un. Cauch—Bunyakovszkij—féle egyenl6tlenségnek:

(3) (@2 4a2+ ... +a2)0>+ b3+ ... +b2) > (a1b1 + azby + ... + anby)’.

Lolv. kosi



Valoban n = 2, a1 = /71, az = /T2, b1 = \/y1, ba = \/y2, esetén (3)-at kapjuk. (3') is bizonyithaté a két oldal
kiilonbségének négyzetosszeggé alakitasaval vagy a kovetkez6 modon. Adjuk ossze ¢ = 1, 2, ..., n-re az (a;x — bi)2
kifejezéseket és rendezziik x hatvanyai szerint. Mivel ezek semmilyen valos = értékre nem negativok, igy Osszegiik sem:

(a3 4+ a3+ ... +a)2x® —2(arby + asby + ... + apby)x + (b7 + b3 + ... +b2) > 0.
Szorozva (ai + a3 + ...+ a2)-tel és teljes négyzetté alakitassal
((a%a% + ...+ a2z — (arby +azby + ... + anbn))2+
(3" (@303 4 ...+ a2)(B3b3 4 ...+ b2) — (arby + agbs + ... + ayby)? > 0.
Ha nem minden a; nulla, akkor valaszthaté x gy, hogy a négyzet alapja 0 legyen, ebben az esetben (3”) dtmegy (3')
egy atrendezett alakjaba. Ha a; = 0 teljesiil i = 1, 2, ..., n-re, akkor (3') nyilvan teljesiil az egyenlGség jelével.

Altalaban (3')-ben csak akkor &ll az egyenldség, ha (3”)-ben nem hagyhaté el, ez pedig akkor kovetkezik be, ha
egy alkalmas = = ¢ értékre egyidejileg teljesiil

(ait—b)>=0, hai=1,2 ..., n,
azaz
bi:tai, izl, 2,...,7’L,
vagy ha (3")-t 0-val szorzassal kaptuk, azaz minden a; = 0. Ebben az esetben a; = ub;, i =1, 2, ..., n-re u = 0-val.

A kett6t osszefoglalhatjuk igy: (3')-ben akkor és csak akkor dll egyenldség, ha van olyan t és u, hogy nem mind a kettd
0 és
ub; = ta;, i=1, 2,...,n-re.
(A fenti els6 esetben u = 1, a méasodikban u = 0, ¢t = 1 valasztas megfeleld.)
Mivel a szamtani és mértani kozép kozti, felhasznalt egyenlGtlenség is érvényes akarhany nem negativ szamra, igy
a fenti bizonyitas minden valtoztatés nélkiil atvihets a kovetkezs egyenlétlenség bizonyitésara:

ha x; >0 és :Eiyi—zz-2>0 1=1, 2, ..., n-re,

akkor

n3

(3:1—|—:1:2—|—...—|—a:n)(y1+y2—|—...—|—yn)—(zl—|—22—|—...—|—zn)2
1 1 1
5

5 + s+...+———
T1Y1r — 27 T2Y2 — 23 TnYn — Zp,

<

Egyenl6ség csak az o1 = a0 = ... =Ty, Y1 = Y2 = ... = Yn, 21 = 22 = ... = z,, esetben 4all fenn.



