Vizsgéaljuk meg, hany négyzet- és hany haromszoglap hatarolhat egy olyan poliédert, mely a feladat feltételeit
kielégiti. Induljunk ki Euler tételébsl, mely szerint ha c-vel a csiicsok, I-lel a lapok, é-vel az élek szamat jeloljiik, akkor

(1) c+l=¢é+2.

Legyen esetiinkben a négyzetlapok szdma n, a haromszogeké h.
Mivel a test minden csiicsa egy és csak egy négyzetlaphoz tartozik hozza, masrészt pontosan négy haromszoglaphoz,
azért
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Tovabba minden csicsban 5 él fut Gssze, és minden él 2 csiicsba fut be, igy 5¢ = 2e. Innen
5
e = 50 = 10n.

Behelyettesitve (1)-be ¢, [ és e talalt kifejezéseit:
1
In + ;n: 10n + 2.

Ezt megoldva kapjuk, hogy ha a feladat feltételeit kielégité poliéder létezik, akkor azt n = 6 négyzetlap és h = 32
haromszoglap hatarolja (tovabba azt is, hogy 24 csicsa és 60 éle van). Kiséreljiink meg konstrualni ilyen testet!

A lapok szabalyos volta miatt a poliéder Osszes élei egyenlSk, négyzet-, valamint haromszog lapjai egybevagok.
Egybevagok a csticsoknal talalhaté testszogletek is. Azt sejtjiik ezekbdl, hogy a poliéder alkalmas transzformacié utjan
onmagaval fedésbe hozhato, pl. négyzetlapjai atvihet6k egymasba. Ezért feltessziik, hogy a 6 négyzetlap sikjai egy
kockat hataroznak meg. A konvexség alapjan elég az olyan esetekre szoritkoznunk, amikor a poliéder négyzetlapjai
a kocka oldallapjainak belsejébe esnek. Feltessziik tovabbé, hogy a szemben levd oldallapok kdzéppontjait 6sszekdts
egyenesek barmelyike (a kocka laptengelyei) koriil 90°-kal, valamint a kocka csucstengelyei (testatloi) koriil 120°-kal
elforgatva a poliéder a kockaval egyiitt Snmagéba megy at. (Hangsulyozzuk: nem bizonyitottuk, hogy csak ilyen tipust
megoldés létezhet, csupan természetesnek ting feltételeket tettiink annak reményében, hogy van ezeket is kielégits
megoldas!) Nem jelenti az altalanossag megszoritasat, ha a kocka élét 2 egységnek valasztjuk, tovabba feltessziik, hogy
— az abra jelolGseit hasznalva — P; az ABC haromszogben van.

Jeloljiik Py nek az AD; ill. az AB egyenest6l mért tavolsagat a-szel, ill. y-nal, ezekkel a P; P;(i = 2,...6) tavolsa-
gokat konnyen kifejezhetjiik, és ezek egyenlGségébdl a feltett forgasi szimmetridk alapjan kovetkezik, hogy a poliéder
Osszes élei egyenlSk. Az 4brabol kivehetGen

PP} =PP; =(z—y)” + (z+y)°,
PP} = (2y)* + (1 —2)* + (1 —x)?,
PiP2=PP}=(1—-2)+(x—1y)*+(1-y)>



Igy a
2) PP =PP;,  PP;=PP;

kétismeretlenes egyenletrendszert kell vizsgalnunk. Mivel azonban csak azt kell megallapitanunk, létezik-e a kivant
poliéder, nem sziikséges megoldanunk az egyenletrendszert, csak megmutatni, hogy van a 0 < z < 1, 0 < y < 1
feltételeket kielégité megoldasa.

(2) azonos atalakitasa utjan:

(3) y? +1 =2z,
Tty +y =1,

és x-et kikiiszobolve
v +y +3y—1=0.

Az egyenlet bal oldala y = 0-ndl a —1, y = 1-nél pedig a +4 értéket veszi fel, és mivel folytonos fiiggvénye y-nak, azért
valamely ko6zbiilss yo érték esetén 0 értékiivé valik. Ezen értéket (3)-ba helyettesitve a nyert zo érték is 0 és 1 kozé

1
esik, hiszen z = E(yg + 1). Ez az xg és yo értékpar olyan P; pontot hataroz meg, mely kivinalmainknak megfelels
poliédert szarmaztat (jollehet lényegesen tobbet koveteltiink meg, mint a feladat).
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Megjegyzés. A talalt poliéder egyike az un. Arkhimédész-féle félszabdlyos testeknek. (Ezeknek minden lapja szabalyos
sokszog — éspedig legalabb két kiilonb6z6 oldalszamu sokszog fordul el rajtuk —, és minden cstcsukban ugyanannyi
lap fut Gssze az el6forduléd szabélyos sokszogek mindegyikébdl.) Meg lehet mutatni, hogy az eredeti kévetelményeknek
is csak egyetlen poliéder tesz eleget, tovabba annak sikra vald titkorképe. (A poliédernek csak forgasi szimmetriai
vannak, tiikros szimmetriai nincsenek.) — Egyébként a szabalyos oktaéderbdl is leszarmaztathato a poliéder. Annak a
8 haromszognek a sikja hatarol szabalyos oktaédert, amelynek mindegyik cstcsa a kockdnak mésik-masik lapjan van
rajta, méas szoval, amelyekhez mindegyik éliik mentén haromszoglap kapcsolédik.



