Erintse k az e és f egyenest a B, ill. C' pontban, és jeldljiik e és f metszéspontjat A-val (1. dbra).

1. dbra

A korhoz kiilsé pontbol huzott szel6kre vonatkozd tétel szering
(1) b=EB=VEG-FEH, c=FC=VFG-FH.

Egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy b > ¢, és E, F', G, H kiilonb6z6 pontok.
Huzzunk F-en 4t BC-vel parhuzamost, messe ez e-t D-ben, igy BD = C'F = ¢. E-b6l D-be az egyméshoz csatlakozo
EB és BD szakaszokon keresztiil juthatunk; ha ezek ellentétes irdnytak, akkor

(2a) ED=b-c
ha pedig megegyez6 irdnyuak, akkor
(20) ED=b+c.

Mivel a DF és e szoge 45°-0s, D-b6l az EF szakasz 45°-0s vagy 135°-os sz0g alatt latszik, (2) alapjan D-nek E-t6l
mért tavolsaga is ismert, azért D megszerkeszthet6. D meghatarozza az e és f egyeneseket és ezekbdl k£ mar kénnyen
meghatarozhato.

2. abra

Szerkesztésiink elsg lépéseként a GH szakasz folé ¢ Thalész-kort rajzolunk (2. abra). Az E, F pontbol egy-egy
érint6t huzunk t-hez, ezek hossza b, illetve c¢. Az E pont koriil b — ¢ és b + ¢, sugarral kort rajzolunk, ez d, ill. d*.



Majd az EF szakasz folé g egyik oldalan négyzetet szerkesztiink, az e koré irt kor legyen h. A h és d(vagy h és d*)
korok egyik metszéspontja legyen D, ekkor ED a keresett e egyenes, erre F-en 4t merdlegest rajzolva kapjuk f-et, e
és f metszéspontja A. Az e egyenesen E-b6l D felé felmérjiik az EB = b szakaszt, a kapott B ponton at parhuzamost
htzunk DF-fel, ez f-et C-ben metszi. Végiil A-t tiikrozziik a BC egyenesre, kapjuk O-t, a keresett k kor az O koriil
rajzolt, OB sugart kor lesz.

A szerkeszthetGség elsé feltétele, hogy az E, F' pontok ne legyenek rajta a GH szakaszon. Ez kétféleképpen tel-
jesiilhet: az EF szakasz vagy tartalmazza a GH szakaszt, vagy nincs vele kézos pontja. Ha ez teljesiilt, akkor a leirt
szerkesztés a d, d*, h korok megrajzolasaig elvégezhets. Megjegyezziik, hogy a h kort a g egyenes barmelyik oldalan
felvehetjiik, hiszen feladatunk tetszéleges megoldasat g-re tiikrozve ismét megoldast kapunk.

A h kor atmérdje

(3) h = \2EF,
igy d és h csak akkor metszik egymaést, ha
(4a) hzb-—c,

és egyenlGség esetén 1, kiilonben 2 metszéspontjuk van.
A d* és h korok esetében hasonloan

(4b) h=b+c

a D metszéspont létrejovésének a feltétele. Konnyen lathato, hogy a D pont meghatarozasa utan fenti szerkesztésiink
egyértelmtien végrehajthato.
A tovabbiakban, ha az FF szakasz tartalmazza a GH szakaszt, akkor

b=VEG-EH < %(EG—FEH),
¢c=VFG-FH < %(FG—i—FH)

miatt b+ ¢ < EF, tehat (4a)-ban is, (4b)-ben is az egyenlStlenség teljesiil, a g-re valo tiikrozést is figyelembe véve 8
megoldast kapunk. Ha viszont az EF', GH szakaszoknak nincs kézos pontjuk, az is eléfordulhat, hogy (4a) sem teljesiil,
és a feladatnak nincs megoldasa.

Ratériink szerkesztésiink helyességének bizonyitdsara. A korhoz kiilsé pontbél huzott szel6k darabjaira vonatkozo
tétel szerint barmely, a G, H pontokon atmend korhoz htzunk is érintét az F, F pontokbol, ezek hossza az (1) alatti b
és ¢, jogosan neveztiik tehat az altalunk megszerkesztett szakaszokat b-nek és c-nek. A szerkesztés tovabbi menetébdl
kozvetleniil kovetkezik, hogy a kapott e, f egyenesek merdlegesek egymasra; rendre atmennek az E, F' pontokon; az
ADF haromszog egyenls szara és derékszogt, és EB = b.

Ha a D pont a h és d korok metszéspontja, ED = b — c < EB, D tehat az EB szakaszon , és DB = FC = c. Ha
viszont D a h és d* metszéspontja, ED = b+ ¢ > EB, ekkor B van az ED szakaszon, de ismét DB = FC = ¢. Mivel
az ABC héaromszog is egyenld szaru és derékszogi, ABOC négyzet, és k a B, C pontokban érinti az e, f egyeneseket.
Mivel k-hoz az E, F pontokbol hizott érint6k hossza rendre b, illetve ¢, k mer6Glegesen metszi az E kozéppontu, b
sugara k; kort és az F' kdzéppontt, ¢ sugara ko kort. Megmutatjuk, hogy a ki, ko koroket merdlegesen metsz6 korok
mindegyike dtmegy a G, H pontokon.

Azt mar belattuk, hogy tetszéleges, a G és H pontokon dtmend kor merdlegesen metszi a ki, ko koroket. Legyen
P (a sikon) tetszsleges, de nem a g egyenesen levs pont. Ha ko a P-n is atmend, a ki1, ko, koroket merdlegesen metsz6
kor, az EP, F P félegyenesek ko-t olyan Py, P> pontokban metszik, amelyekre

EP.-EP, =b% FP.-FP, = ¢,

ami a P, P, pontokat egyértelmien meghatarozza.

Konnyen lathato, hogy a ki, ko kordk nem metszhetik egymast, igy a P, P> pontok koziil legalabb az egyik P-t6l
kiilonbozs. Ha tehat kg dtmegy P-n, és a ky, ko koroket merdlegesen metszi, at kell mennie a sik egy tovabbi — P, ky és
ko altal egyértelmiien meghatarozott — @) pontjan is. Tovibbmenve @Q-bol ky-nak egy tovabbi — ugyancsak egyértelmien
meghatarozott — R pontjadhoz jutunk, a sik tetszéleges (nem a g egyenesen levs) P pontjan at tehat legfeljebb egy kor
mehet at, mely a ki, ko koriiket merglegesen metszi. A PGH haromszog koré irhaté kor merdlegesen metszi Gket, igy
mindegyik, a ki1, ko koroket merGlegesen metsz6 kor atmegy a G, H pontokon. Ezzel bizonyitdsunkat befejeztiik. — A
diszkussziot — hely hianyaban — az olvaséra hagyjuk.

Megjegyzések. 1. A figyelmen kiviil hagyott b = ¢ esetben egyszert Apolloniosz-feladattal allunk szemben.
2. Hasonl6an oldhaté meg a feladat akkor is, ha e és f kozott tetsz6leges szoget irunk eld.



