
I. megoldás. Fel fogjuk használni azt, hogy l egymás utáni természetes szám szorzata osztható l!-sal. Ugyanis

(r + 1)(r + 2) · . . . · (r + l)

l!
=

(

r + l

l

)

és a binomiális együtthatók egész számok (ez a kombinatorikai értelmezésb®l nyilvánvaló).

A feladat megoldására térve, el®ször megállapítjuk, hogy n! törzstényez®s felbontásában p hányadik hatványon

fordul el®. Ez az m kitev® nyilván el®állítható az

m = m1 +m2 + . . .+mi + . . .+mu

alakban, aholmi jelöli az 1-t®l n-ig terjed® számok közül a pi-nel oszthatók számát. Így ugyanis minden pi-nel osztható,

de pi+n
-nel már nem osztható tényez®t i-szer veszünk számításba. Eszerint

mi =

[

n

pi

]

,

és

m =

[

n

p

]

+

[

n

p2

]

+ . . .+

[

n

pu

]

,

ahol

pu ≧ n < pu+1.

Feltevésünk szerint pk | n! így

k ≦

[

n

p

]

+

[

n

p2

]

+ . . .+

[

n

pu

]

,

A jobb oldalt így alakítjuk:
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]
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p2
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pu

]

≦
n

p
+

n

p2
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n

pu
=

= n
pu − 1

pu(p− 1)
=

n

p− 1

(

1−
1

pu

)

≦
n

p− 1
,

tehát

k ≦
n

p− 1
,

vagyis

k(p− 1) ≦ n.

Ezért az 1·2·3·. . .·n szorzatot felbontva egymás utáni tényez®ib®l alakított p−1 tagú soportokra, legalább k soport

képezhet®. Minden ilyen soport az el®rebosátott megjegyzés szerint osztható (p− 1)!-sal. Tehát
(

(p− 1)!
)k

| n!

Másrészt pk és

(

(p− 1)!
)k

relatív prímek, így a feltevés alapján szorzatuk is osztója n!-nak, tehát (p!)k | n!.
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II. megoldás. n! prímfelbontásában egy p prímszám kitev®je úgy határozható meg, hogy a p-vel osztható té-

nyez®kb®l kiemeljük p legmagasabb hatványát, amivel osztható, és kitev®iket összeadjuk. A p-vel osztható tényez®k

p, 2p, . . . ,mp, ahol

mp ≦ n < (m+ 1)p, azaz m =

[

n

p

]

.

Ennek alapján n! így bontható fel:

n! =
{

1 · 2 · . . . · (p− 1)
}

·
{

(p+ 1)(p+ 2) · . . . · (p+ (p− 1))
}

· . . . ·

·
{

((m− 1)p+ 1) · . . . · ((m− 1)p+ (p− 1))
}

·
{

(mp+ 1) · . . . · n
}

·m!pm.

(Itt az utolsó kapsos zárójelben lev® szorzat nem lép fel, ha p | n, viszont sak az áll a jobb oldalon, ha n < p.) Ez a

felbontás teljes indukiós bizonyítást sugall.

Ha n < p, akkor k sak 0 lehet, és az állítás nyilvánvalóan igaz.

Tegyük most fel, hogy n ≧ p, és az állítás igaz az n-nél kisebb természetes számokra. Ekkor a fenti felbontás

kapsos zárójelben lev® szorzatai oszthatók (p − 1)!-sal, szorzatuk tehát

(

(p− 1)!
)m

-nel. Az állítás tehát ismét igaz,

ha k ≦ m. Ha viszont k = m+ k′, és k′ ≧ 1, akkor el®rebosátott megjegyzésünk szerint pk
′

az m! osztója kell hogy

legyen. Mivel m < n, így rá feltétel szerint igaz az állítás, m! osztható (p!)
k
′

-nel is. így n!-nak osztója

(

(p− 1)!
)m

(p!)k
′

pm = (p!)m+k
′

= (p!)k.

Az állítás tehát minden n-re érvényes.
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