I. megoldas. Fel fogjuk hasznalni azt, hogy | egymds uténi természetes szam szorzata oszthatoé {!-sal. Ugyanis

(T—|—1)(T—|—21)!-...-(r—|—l) _ (HZ_Z)

és a binomialis egyiitthatok egész szamok (ez a kombinatorikai értelmezésbél nyilvanvalo).
A feladat megoldasara térve, elGszor megallapitjuk, hogy n! térzstényezss felbontasaban p hanyadik hatvanyon
fordul els. Ez az m kitevs nyilvan elallithaté az

m=mi+mo+...+m;+ ...+ My

alakban, ahol m; jeloli az 1-t6l n-ig terjed6 szamok koziil a p'-nel oszthatok szamat. Igy ugyanis minden p’-nel oszthato,
de p"""-nel mar nem oszthaté tényezét i-szer vesziink szamitasba. Eszerint

és

ahol

Feltevésiink szerint p”* | n! igy

A jobb oldalt igy alakitjuk:

n n n n n n
e [E] 235
p p p p p p
_ pt—1 _ n (1_i)§ n ,
p“(p—1) p-1 pt) “p—1
tehéat n
k< ——
_p_17
vagyis
k(p—1) = n.

Ezért az 1-2-3-. . .-n szorzatot felbontva egymés utani tényez6ibdl alakitott p—1 tagi csoportokra, legaldbb k csoport
képezhets. Minden ilyen csoport az elérebocsatott megjegyzés szerint oszthato (p — 1)!-sal. Tehat ((p — 1)!)k | n!
Masrészt p* és ((p— 1)!)k relativ primek, igy a feltevés alapjan szorzatuk is osztoja nl-nak, tehat (ph)* | nl.
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II. megoldas. n! primfelbontasaban egy p primszam kitevGje ugy hatarozhatdé meg, hogy a p-vel oszthatd té-
nyezSkbdl kiemeljiik p legmagasabb hatvanyat, amivel oszthatd, és kitevsiket Osszeadjuk. A p-vel oszthatd tényezsk
P, 2p,...,mp, ahol

mpS<n<(m+1)p, azaz m= {%]

Ennek alapjan n! igy bonthato fel:

nl={1-2-...-(p—D} - {lp+Dp+2)-...-(p+(p—1)}-...-
A(m-1)p+1)-...-(m=p+(p-1)} - {(mp+1)-...-n}-mlp™.
(Itt az utolso kapcsos zardjelben levs szorzat nem lép fel, ha p | n, viszont csak az all a jobb oldalon, ha n < p.) Ez a
felbontés teljes indukcios bizonyitast sugall.
Ha n < p, akkor k csak 0 lehet, és az Allitads nyilvanvaléan igaz.

Tegyiik most fel, hogy n = p, és az allitas igaz az n-nél kisebb természetes szamokra. Ekkor a fenti felbontéas
kapcsos zardjelben levs szorzatai oszthatok (p — 1)l-sal, szorzatuk tehat ((p — 1)!)" -nel. Az allitas tehat ismét igaz,

ha k < m. Ha viszont k = m + k', és ¥’ > 1, akkor elérebocsatott megjegyzésiink szerint pk/ az m! osztoja kell hogy
legyen. Mivel m < n, igy ra feltétel szerint igaz az allitas, m! oszthato (p!)k -nel is. igy nl-nak osztoja

(=)™ @H* p™ = EH™™" = ()"
Az allitas tehat minden n-re érvényes.
Fried Ervin



