A feladat nem kivanta az Gsszes, a feltételeket kielégits szam megadasat. Kiillonbozs ésszerii megszoritas mellett mar
kevés probalgatéssal lehetett megoldast talalni. Az alabbiakban eljarast mutatunk az Osszes megoldas megkeresésére.

Megoldas. Jeldljiik a keresett szam jegyeit z, y-nal, azaz a szamot 100z 4 y alakban irjuk, ahol x # 0, mivel a
szam kétjegyt, s igy

(1) 0 <z <99, 0y <99.
A feladat a kovetkezs egyenlet teljesiilését kivanja:
(2) (1002 +y)(z +y) = 2° +y° = (z +y) (2% — 2y + y°).

Mivel feltételeink szerint x + y > 0, igy ez az egyenlet ekvivalens az = + y szorzd elhagyésaval keletkezd egyenlettel,
amit y hatvanyai szerint rendeziink, 4-gyel megszorzunk és teljes négyzetté kiegészitiink.

4y? — 4(z + 1)y — 42(100 — z) = 2y — z — 1)* — [(z + 1) + 42(100 — z)] = 0.

Jeloljiik 2y — x — 1-et z-vel. Ennek abszolut értéke nagyobb, mint x + 1, mert pozitiv z-re a szogletes zardjel mindkét
tagja pozitiv. Ez azonban (1) mellett csak ugy lehet, ha 2y > x + 1, azaz z pozitiv. Méasrészt (1) mellett a szogletes
zarojel els6 tagja legalabb 4, a mésodik legalabb 396, mert = 1-re ennyi, ha pedig « > 1, akkor (1) mellett = és
100 — = koziil a kisebbik is legalabb 2, a nagyobb legalabb 50. Igy z > 20.

Bontsuk tagokra és alakitsuk teljes négyzetté a fent a szogletes zardjelben levs kifejezést is:

(2y — 2z — 1)* 4 3(z — 67)° = 13 468,

vagy

(3) x—67=t
jeloléssel:

(4) 2% 4 31% = 13 468.

Az eredeti ismeretleneket az ujakkal kifejezve:

t
(3) v =t+67, y:Z;— +34.

A (3'), (4) egyiittesen ekvivalens (2)-vel, s6t (3") a (2) és (4) egész szamokbol 4116 megoldésait is kdlcsondsen egyméshoz
rendeli, hiszen vilagos, hogy ha x, y egész, akkor z és ¢ is. Forditva pedig azért teljesiil allitasunk, mert (4) egész
megoldasaiban vagy z is, t is paros, vagy mind a kettd paratlan, igy (3') szerint = mellett y is egész.

A (4) egyenletnek csak véges sok egész megoldasa lehet, hiszen a bal oldal mindegyik tagja legfeljebb a jobb oldallal
lehet egyenld, igy — a z-re mar talalt also korlatot is tekintetbe véve —

(5) 20< <116 |t] S 67

A korlatok meghatarozésa kozben az is kideriil, hogy mindegyik el§ is fordul a megoldasok kozt. Az els6 z = 1-re
adodott, ekkor z = 20, y = 11, t = —66. t = 66-ra  mar tal nagynak adodik. Egyaltalan (1) és (3) alapjan

(5") t < 32.
(4) tovabbi, az (5), (5')-t kielégit6 megoldasai z = 116, t = £2. (A z = 1, t = —67 megold4s nem val6di, mert az
egyjegyti szamra vezetd © = 0, y = [ értékpart adja.)Innen z = 69, y = 93 és x = 65, y = 91 adodik. Ezzel 3 megoldast

mér taladltunk, a feladat kivanalmainak tehat eleget tettiink; megkeressiik azonban a tovabbi megoldasokat is.
A probalgatasok szamanak csokkentésére felhasznalhato 13 468 oszthatosaga 7-tel és 13-mal, ugyanis igy

224317 = Tt? = (24 2t) (2 — 2t)
is oszthato kell hogy legyen 7-tel. Hasonléan
2% 4 31% — 1322 = 3(t + 22)(t — 22)

oszthato 13-mal. Mivel ¢-vel egylitt —¢ is megoldasa (4)-nek, valaszthatjuk ¢ elGjelét tgy, hogy z + 2t legyen 7-tel
oszthato:

(6) z 42t =Tc,



ahol ¢ alkalmas egész. Tovabba mivel 13 prim és nem osztdja 3-nak, kell hogy
(7 t+2z=13d; vagy t— 2z =13ds

teljesiiljon alkalmas egész d;-gyel, ill. ds-vel.
Ha a (7) alatti els6 egyenlGség teljesiil, akkor ennek 7-szeresébdl levonva (6)-nak 13-szorosét:

z — 19t = 91(dy — ¢).

Mivel z és t egyszerre paros, ill. paratlan, igy magyar d; — ¢ paros. Ertékét 2m-mel jelolve

(8) z = 19t + 182m.

Ezt (4)-be helyettesitve 364-gyel egyszertsithetiink, és a kovetkezs egyenletre jutunk:

(9) t* +19mt + 91m* — 37 = 0.

Ha pedig a (7) alatti masodik egyenlség teljesiil, akkor ennek 7-szereséhez hozzdadva (6)-nak 13-szorosét:
33t — z =91(dz + ¢).

Itt do 4 ¢ = 2n paros szam kell hogy legyen. Igy

(10) 2 = 33t — 182n,

és (4) a kovetkezd egyenletbe megy at, 364-gyel valo egyszertsités utan:

(11) 3t — 33nt +91n? — 37 = 0.

A (9) egyenlet megoldasa

. —19m + V148 —3m2  —19m+ Dy
- 2 - 2 ’

a (11) egyenleté
4= 33n £+444 —3n?  33n=£ D,
B 6 6
Az els6 csak |m| £ /148/3 < 8 esetén ad valos megoldast, az utébbi |n| < 1/444/3 < 13 esetben. Ez néhany
probalgatast igényel Osszesen. Csak |m| = 3, 4, 7, ill. |n|] = 1, 10, 11 jon tekintetbe. A fenti ¢ értékekhez tartozo z
értékek (8), ill. (10) alapjan

3m + 19D, , —n+ 11Dy
c= il =2

A (6) egyenl@ségnél minden z értékhez t-nek csak azt az elGjelvalasztasat vettiik tekintetbe, amelyikre az ebben az
egyenlGségben szerepl§ tényezs oszthatod 7-tel. Hogy az Osszes megoldast megkapjuk, emellett —¢-t is tekintetbe kell
venniink. Az igy ad6do és (5), (5')-t kielégité megoldasokat az aldbbi tablazatok adjik. A * azt jeloli, hogy az illetd
ismeretlenre nem megfelels érték adodik; az ilyen rovatokat természetesen nem folytattuk.

A (8)-bol adodo megoldésok:

m +D, | ¢ 2 x Y
—23 44 77
3 109
11 23 90 *
-3 —34| 100 33 67
4 —33; 101 34 68
10
—4 —43 89 24 57
1 —66 20 1 11
7
—1 | —67 1| (0 1)

A (10)-bsl ad6dé megoldasok:



n D, | ¢ z x Y
9] 6 | 96
1 115
—9 58 87
21
—2 65 91
—1 116
2 69 93
10 —587 61 10 36
— 12
—10 —53 71 14 43 ‘
11 —62 44 5 25
— 9
—11 --59| 55 8 32

A feladat kovetelményeinek megfelels Osszes szamok (tizes szamrendszerben felirva)

111, 525, 832, 1036, 1443, 2457, 3367 , 3468, 4477, 5887, 6591, 6993, 7696

Balogh Zoltin (Debrecen, Fazekas Mihaly Gimn., L. o. t.)
Megjegyzések. 1. A (2)-nek x + y-nal valo osztésa ttjan adodo egyenlet igy is alakithato:

(z —67)° + (y — 34)° — (z — 67)(y — 34) = 3367.

Ez kor egyenlete abban a (ferdeszogii) koordinata-rendszerben, melynek pozitiv féltengelyei 120° szoget zarnak be
egymassal (egyébként egy P pont x, y koordinataja az az irdnyitott szakasz, melynek kezd6pontja a P-n at az x, y
tengellyel parhuzamosan htizott egyenesnek az y, ill. x tengellyel valo metszéspontja, végpontja pedig P). Espedig a
kor kozéppontja a (67,34) pont, és egy keriileti pontja az orig6 (hiszen az eredeti alakot kielégiti z = y = 0; a (0,1)
pont is rajta van a koérén. Minden egyes talalt megoldasunknak egy racspont felel meg a kornek az (1)-et kielégits
ivén. — Ezek alapjan a talalt kiillonb6z6 megoldasok kozott kapcsolatok fedezhetdk fel.

2. A problémat tizes szamrendszerben értve az 1967. évi Arany Daniel tanuldverseny egyik feladata adodik (II.
fordulo 1. feladata a haladok korcsoportjaban, az altalanos tantervii osztalyok részére; lasd K. M. L. 35 (1967) 6. o.).



