Tiikrozziik az ABCD négyszoget a B’ pontra, kapjuk az EFGH négyszoget (1. abra), ahol G azonos D-vel, H
azonos C-vel.

1. dbra

Allitsuk el6 az 1j négyszoghen az E', F', G', H' és Ey, Fi, G, H, pontokat ugyantigy, mint az eredeti négyszog
megfelels pontjait. Az Gj négyszoget E'-re tiikrozve kapjuk az [JK L négyszoget (J a Da-vel, K az F-fel azonos), és
ebben hasonléan 4llitsuk el6 a tovabbi 44 pontot, végiil ezt a négyszoget L'-re tiikkrozve az M NOP négyszoget kapjuk
(M a D-vel, N a J-vel azonos).

Mivel D-ben az eredeti négyszognek mind a négy szoge fellép, az M P egyenes azonos D A-val, a tiikkrozések miatt
AD = EH = IL = MP, tehat P és A is azonos, és utolsé négyszogiink az eredetib6l C'-re valé tiikrozéssel is
elgallithato.

A B1E1L101 négyszog T» teriilete egyenls (T — T7)-gyel, hiszen e négyszognek az el6bbi négy négyszogbe es6
darabjai rendre egybevagodak az eredeti ABCD négyszog T1-en kiviili részének rendre egy-egy darabjaval. Az ACFI
négyszog oldalai rendre parhuzamosak az eredeti négyszog megfelels atloival, ez tehat paralelogramma, és teriilete az
eredeti négyszog teriiletének kétszerese: P = 2T

Jeloljik a B1F, E1L1, L1071, O1 By egyenesnek az AC, CF, FI, I A oldalon levs pontjat rendre Fy, Iy, Ag, Co-lal,
az AC, BD atlok metszéspontjat R-rel, és legyen
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Ekkor p4+qg=1,r+ s = 1. Legyen még I F' és DL metszéspontja S. Az AgSL, ARL haromszdgek hasonldak, emiatt
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2. abra

Az Lq-en at AC-vel parhuzamosan hazott egyenes messe AI-t Lo-ben, és legyen (2. abra)
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Az ALq1Ls és AAgl hasonlo haromszogek alapjan ¢ = ma, hasonlé modon kapjuk, hogy t = %, ezek alapjan
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Az ACFI és AL1I idomok teriiletének arénya tehat:
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Hasonlé moédon kapjuk, hogy
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Jeloljiik e négy haromszog teriiletének Osszegét (Q-val akkor
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Fenti 0sszefiiggéseink alapjan P=2T, Q=P -1, =P -T + 1, =T + T} igy
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Azt kell tehat megmutatnunk, hogy
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(3) és (4) alapjan

2Q _ p(p+1) r(r+1) q(q+1) s(s+1)
P sp+(p+)r+1) pr+Or+D@G+1) rq+(@+1)(s+1) gs+(s+1)(p+1)

Avégett, hogy ezt a kifejezést konnyebben tudjuk kezelni, vezessiik be 1j valtozoknak az egyes nevezSkben allo kifeje-
zéseket. Mivel p+ q =r + s = 1, ezek értéke:

142p+r =5z,
(6) 14 2r +q =5y,
1+2qg+ s =b5u,
1+2s54+p=bv.
Uj valtozoinkkal a régieket kifejezve kapjuk, hogy
p+1=2x+0, p=2x—y,
(7) r+1=2y+u, r =2y — u,
qg+1=2u+y, q=2u—wv,

s+ 1=2v+u, s =2v—ux.



Ezek alapjan
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Kozben t6bbszor hasznaltuk, hogy  + u = y 4+ v = 1, ami (6)-bol kozvetleniil lathato. (5) alapjan azt kell belatnunk,
hogy
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vy T 16

8 28 =4 — < —.
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A bal oldal kénnyen belathatod, hiszen x, y, u, v pozitivak, igy pozitiv a Y szam is, és egy pozitiv szamnak és

reciprokanak az Osszege valéban legalabb 2. Egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha a mondott hanyados 1-gyel
egyenlG; ez a helyzet pl. ha az eredeti négyszog négyzet. A jobb oldali egyenlGtlenség pedig abbol fog kovetkezni, hogy

2
megmutatjuk, W szam 3 és — kozott van. §—hez tetsz6leges kozeli értéket kapunk pl., ha a négyszog egyik oldala elég
x
kicsi a tobbihez képest.
Mivel 0 Sp < 1,0 S r 1, (7) alapjan kapjuk, hogy az z, y értékek a
052x—y<1,
9) 0s2y—z—-1=51

egyenl6tlenségekkel meghatarozott tartomanyban vannak, melyet az x, y sikon a 3. &bra mutat be.
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3. dbra

Azt kell tehat megmutatnunk, hogy ezen a tartomanyon
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Mivel x és y szerepét felcserélve a kifejezés értéke sajat reciprokdba megy &at, és a vizsgalt tartomény egy hasonld
tipust tartoméanyba, elegends példaul a jobb oldalt bebizonyitanunk. Rogzitett x értékek mellett a kifejezés értéke
annal nagyobb, minél messzebb van y értéke 1/2-t61, a kifejezés legnagyobb értékét tehat a tartoméany hataran kapjuk.
Példaul az y = 2x egyenesen a kifejezés értéke

2x(1 — 2z) 2

(1 —x) :4_1—337

1 2
ami z-ben monoton valtozik. igy szélsé értékeit a vizsgalt szakasz végpontjaiban veszi fel: z = = illetve z = A mellett,
3 2
ekkora kifejezés értélre —, illetve — Hasonlé médon kapjuk, hogy a kifejezés értéke a tobbi oldalszakaszon is monoton

2
valtozik, és a masik két csicsban is > illetve 3 az értéke, allitasunkat ezzel bizonyitottuk.



