L. Feltehetjiik, hogy P és @ kiilonb6z6 pontok, hiszen ha azonosak, az 4llitas nyilvanvalé. Legyen s a P, () pontokon
atmend, tetszoleges kor, és jeloljiik g-vel alkotott metszéspontjait R-rel, T-vel. (Mivel g elvilasztja a P, @) pontokat,
R és T mindig létrejon.) Az s kort g-re invertélva P és @ pontja felcserélédik, az R, T pontok helyiikon maradnak,
igy s is 6nmagaba megy at. Az OR, OT egyeneseken s-nek csak egy-egy pontja lehet (O a g kor kbzéppontja), igy
ezek az egyenesek érintik s-t, s és g tehat merc6legesen metszik egymast.

Hasonlo allitas igaz, ha g egyenes (a tovabbiakban a megfelels egyenest — az egyértelmiiség kedvéért — ¢g*-gal
jeloltiik), hiszen ha s atmegy a ¢*-ra szimmetrikus P, @) pontokon, akkor kézéppontja g*-on van, vagyis g* és s
mer6legesek.

A P, @ pontokon dtmend tetszbleges s kor tehat merdleges g-re. (Ezek k6zé a korok kozé sorolhatjuk a PQ egyenest
is, ez nyilvanvaléan meréleges g-re.)

Vigye a4t a C' kozéppontu k korre vonatkozé inverzié s-et si-be, az R, T pontokat R, Ti-be. Mivel az inverzio
szogtarto, s1 is mersleges lesz gq-re, igy O1 Ry, O1T; érintik s1-et (O1 a g1 kozéppontja). (Hasonlo éllitas igaz a g*
egyeneshez tartoz6 R*, T metszéspontok R}, T inverzére is: a g7 kor is mer6legesen metszi sq1-et, tehat O] Ry, O7TY
is érinti sq-et, ahol O] a g7 kor kézéppontjat jeloli.) Az s; kort gi-re invertalva, 6nmagaba megy at, hiszen R, Th
pontjai helyiikbn maradnak, és az inverz képnek is merélegesen kell metszenie g;-et.

Allitasunk tetszéleges, a P, Q1 pontokon atmend s; korre igaz, hiszen ha egy tetszélegesen felvett s; korbél
indulunk ki, és ezt invertaljuk k-ra, a kapott s kor — vagy egyenes — atmegy a P, @ pontokon. Ezek szerint a P;, @1
pontokon dtmend kordket gi-re invertdlva, azok mindegyike 6nmagaba megy at. Ez az inverzi6 a korck egyik kozos
pontjat, a P;-et csak olyan pontba viheti, amelyik mindegyik koron rajta van, tehat P; képe 1, amint azt bizonyitani
akartuk. (P; képe nem lehet 6nmaga, hiszen P; nincs rajta gi-en, mint ahogy P sincs rajta g-n.)

Bizonyit4dsunknak ez az utolso része valtoztatas nélkiil mondhato el a g korre is, feladatunk allitasat tehat bebi-
zonyitottuk.

II. Legyen h a P, @, C pontok altal meghatarozott kor vagy egyenes (tehat h a PQ egyenes, ha C rajta van
PQ-n, és h a P, @, C pontokon atmend kor, ha ezek nincsenek egy egyenesen). Mint a P, ) pontokon atmend kérok
mindegyike, h is mer6legesen metszi g-t (és g*-ot is). Emiatt h-nak k-ra vonatkozo hy inverze is mer6legesen metszi
gi-et (és gi-ot is). Az O; (és OF) pont tehat rajta van hi-en. Masrészt h-t g-re invertélva (illetve g*-ra tiikrozve)
Oonmagaba megy at, a C' pont g-re vonatkozé Cy inverze (illetve g*-ra vonatkozo C} tiikorképe) szintén rajta van h-n,
és a k-ra vonatkozo invertalas épp ezeket viszi az Op, O] pontokba, tehéat a P.12. feladat allitaséat is bebizonyitottuk.
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