Az
filz) = f(x) = az® + br + ¢

maésodfoku fiiggvénybdl kiindulva az

(2) firr(@) = f(fi(x)) (i=1,2,..)

rekurzioval egy fiiggvénysorozatot képeziink. Ha az

X1y, T2y oeny Tpail
szamok eleget tesznek (1)-nek, akkor

(3) Tip1 = filz), (i=1,2, ..., n)

és igy x; gyOke az

(4) folz) =z

egyenletnek. Megforditva: a (4) egyenlet tetsz6leges gyokét véve x1 nek, az xa, ..., z,41 szdmokat pedig (3) alapjan

definialva, az (1) rendszer egy megoldasrendszerét kapjuk.

Konnyiti az attekintést, ha az f(x) fliggvényt olyan szakaszon vizsgéaljuk, ahol értékkészlete és értelmezési tartoma-
nya azonos: ez a kozos halmaz lesz a (2) rekurzioval definialt fiiggvények értelmezési tartoménya is. Emiatt valasztjuk
az

(5) f(x) = fi(x) = 22" 1

fiiggvényt, mely a (—1,1) zart intervallumot 6nmagara képezi le. Megmutatjuk, hogy (5)-b6l kiindulva és (2) szerint
allitva el6 az f,,(x) fliggvényt, a kapott (4) egyenletnek legalabb harom gyoke van, tehat a = 2, b = 0, ¢ = —1 megfelels
egyiitthatok.
A (4) egyenlet nyilvanvalo gyoke az
fl@) =z

egyenlet két gyoke, az A = —1/2, és a B = 1 szam, igy egyetlen tovabbi gyok létezését kell kimutatnunk.
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Az (5) fuggvény a (0,1) zart szakaszon monoton né —1-t6l +1-ig, igy egyértelmiien meghatarozott a [—1, 1] szam-
kozben az a ¢ fliggvény, amely az x szamhoz azt a szamot adja meg, amelyre f értéke x (ezt a fliggvényt nevezziik f
inverzének). A ¢ fiiggvény a [—1,1] zart szakaszbeli szamokhoz a [0, 1] zart szakasz szdmait rendeli hozza, az el6bbi
szakaszt az utobbira képezi le. Az a7 = 0 értékbdl kiindulva képezziik az

(6) ait1 = ¢(ai) (=12 ...)
rekurzioval az a; sorozatot. Mivel a op(z) fiiggvény is monoton né, és értékkészlete a (0,1) zart intervallum,
(7 O=a1<as<...<a;<...=1.

A p fiiggvény a (—1, 0) szakaszt az (a1, ae) szakaszra, ezt a szakaszt az (a2, as) szakaszra képezi le, és altalaban
az (a;, a;41) intervallumot a szomszédos (a;+1, a;42) intervallumba viszi, hiszen monotonitasa miatt ha

a; < T < Ajyq
akkor
pla;) < (@) < p(aitr).

Emiatt, ha az f,(z) fliggvényt csak az (a,, ant1) zart szakaszon tekintjiik, azt ez a fiiggvény, mivel a ¢ fliggvény
inverzének n-szer egymés utan valo alkalmazésat jelenti, a (—1, 1) zart szakaszra képezi le. Nevezetesen

(8) fn(an) =1, fn(an+1) = -1,

fn(an) = fn—l (f(an)) = fn—l(an—l) =1.

Hasonloan indukciéval kapjuk, hogy az f,(z) fiiggvény az (a,, an+1) szakaszon monoton fogy, tehat atmetszi az
y = x egyenest. A kapott metszéspont abszcisszaja lesz a (4) egyenlet keresett harmadik gyoke.
Gonddcs Ferenc

Megjegyzés. Az abran feltiintettiik a (4) egyenlet n = 2-héz tartozo bey és n = 3-hoz tartoz6 bsy gyokét, tovabba
az (1) egyenletrendszer megfelelS a1, bag, ill. b3y, bsa, bss, gyokrendszerét is.



