I. megoldas. Legyen ABCD a feltételeknek megfelels hurnégyszog, adott az AB =a, BC =b,CD =c¢, DA=d
hosszusag. Ahhoz, hogy ezekbdl négyszioget lehessen szerkeszteni, a legnagyobbnak is kisebbnek kell lennie a méasik
harom 0Osszegénél.

Tudjuk, hogy az ABCD konvex négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha benne a szemkozti szogek Osszege
180°, ha tehat pl. a BC oldal és AB meghosszabbitasa kozti kiils6 szog egyenls a C'D A<t-gel. Ekkor el tudunk helyezni
a C' DANA-h6z hasonlo CBA; A-et ugy, hogy Ay az AB meghosszabbitasan legyen, és a cstcsok a felsorolas sorrendjében
feleljenek meg egymasnak. Ekkor a két haromszogben a megfelels tavolsagok aranya CB/CD = b/c. (ACD A/ -et egy
ilyen aranyban és DC B<-gel torténd forgatva nyujtas viszi 4t a C BA; A-be.)

1. dbra
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tavolsag, és ezen az A-tol a tavolsagra levé B pont is.

A C pont B-t6l b tavolsagra van, A;-t6l és A-t6l valo tavolsaganak aranya pedig CA;/CA =b/c. Igy C mint a B
kozept, b sugara ky kor, és az Ay és A pontokhoz és a b/c aranyhoz tartozo ke Apolloniosz-kor metszéspontja adodik;
az utobbi helyett, b = ¢ esetén, AA; felez6 merdlegese veends. Elég az egyik metszéspontot venni, mert a masik az
AA;-re szimmetrikus négyszoget ad.

Végiil mérjiik ra AC-re az AC egyenes ellenkez6 partjan, mint amelyiken B van, C-ben az A;C B<-et, A-ban pedig
a C' A B<-et, szaraik metszéspontja D.

Az ABCD négyszog, ha létrejon, megfelel a feltételeknek, mert konvex, tovabba ADCA ~ A1 BC A |, mert megfelels
szogeik egyenl6k, tehat
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és AB = a, BC = b a szerkesztés szerint. Ugyancsak az ADC' és A1 BC'/A-ek hasonlosagabol kovetkezik, hogy ADC' < =
A1 BC< =180° — ABC<, tehat a kapott négyszog hiurnégyszog.

A szerkeszthetGség feltétele az, hogy a ki és ko kordknek legyen metszéspontjuk. Legyen a ki kornek az AA;
egyenesen levs két metszéspontja Py és Po (P van A-hoz kozelebb), a ko kornek AA;-en levs metszéspontjai pedig Q1 és
Q2 (@1 van A-hoz kozelebb). Tegyiik fel, hogy ¢ > b, ekkor ko kozéppontja az AA; szakasz Aj-en tili meghosszabbitasan
van. ki kozéppontja viszont, B, az AA; szakasz bels6 pontja, ezért ki-nek és ks-nek akkor és csak akkor van (két)
metszéspontja, ha Py, Q1, Pa, Q2 ebben a sorrendben kovetik egyméast, vagyis ha teljesiil az
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egyenl6tlenség (AP -et sziikség esetén elGjellel egytiitt értve).
Konnyen lathat6, hogy ez az oldalak kozti
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egyenl6tlenség teljesiilését koveteli. Marmost egyszerd szamitas mutatja, hogy ez akkor és csak akkor teljesiil, ha az
a, d, ¢ oldal mindegyike kisebb a t6bbi harom adott oldal dsszegénél (AP; < AQ1,-b6l az a oldal, s i. t.), ekkor pedig
még inkabb all ez b-re. A b = ¢ eset hasonl6 atgondolasat az olvaséra hagyjuk.



E feltételek teljesiilése és az oldalak sorrendjének megadasa esetén a feladatnak egy megoldasa van. (Természetesen,
ha az oldalak sorrendjét nem irtuk eld, akkor a megoldasok szadma néhet, megegyezik a szakaszokbol képezhetd,
lényegesen kiilonboz6 sorrendek szamaéaval.)

Martoni Viktor (Veszprém, Lovassy L. Gimn., II. o. t.)

II. megoldas. Abban az esetben, ha a négyszdg mindkét szemben fekvs oldalparja egyenld, a hurnégyszog téglalap,
ami konnyen megszerkeszthets. Az ellenkezd esetben van olyan két szemkozti oldala, melyek meghosszabbitasai metszik
egymast; az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az AB és C'D oldalak ilyenek, legyen a metszéspontjuk
E (2. abra).

2. dabra

Konnyt belatni, hogy b > d, vagy d > b aszerint, hogy F az A, ill. a B csticshoz van kozelebb; feltessziik, hogy
b>d.

EAD és ECB hasonld haromszogek, hiszen E-nél kozos szogiik van, tovabba FAD< = ECB<, mivel mindkettd
a DAB< kiegészits szoge. Bevezetve az FA =y és ED = x jeloléseket,
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két ismert modon megszerkeszthets szakasz. Ezekb6l megszerkesztve az EAD/A-et az EA oldal A-n tuli meghosszab-
bitasara felmérjik az AB = a szakaszt, majd B-ben a BE félegyenesre, a D-t tartalmazoé oldalon az ADFE<-et és az
uj szarnak az ED egyenessel valoé metszéspontjat C-vel jeloljik. Igy EBCA ~ EDAN, és ezért az ABC D négyszog
oldalai :
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végill DA = d, AB = a. Masrészt az ABCD négyszog hirnégyszog, mert

ABC<1 + ADC<x = EDA< + ADC<« = 180°,

tehat ABCD megfelel a feladat kovetelményeinek.

A szerkeszthetGség egyetlen feltétele, hogy az EADA létrej6jjon, mert igy B és C' mindig — éspedig egyértelmiien
— megszerkeszthet6k. A haromszog létrejon, ha x +y > d, z +d > y és y + d > z, amibdl egyszerd szamitéssal arra
jutunk, hogy rendre b, ¢, a nagyobb legyen a tobbi harom oldal dsszegénél. (Ekkor pedig ugyanez d-re is teljesiil.)

Somorjai Gabor (Budapest, I. Istvan Gimn., III. o. t.)

IIT. megoldas. A II. megoldast gy modositjuk, hogy az x, y szakaszokndl egyszeriibben megszerkeszthets sza-
kaszokat kelljen felhasznalnunk. Az ottani jeloléseket tovabb hasznaljuk.

Tekintsiik azt a hasonlosagi transzformaciot, amely az EBCA-et az EDANA-be viszi at (tiikkrozés a BEC< szog-
felezGjére és kicsinyités d/b aranyban). Vigye at ez az EDAA-et az EGF /A-be (vagyis az A, B, C, D pontot rendre
az F', D, A, G pontba).



Ekkor egyrészt (3. abra)
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masrészt GF||BC, mert az EGF<-gel valo elfordulas irany és nagysag szerint egyenls az ADE< elforduléassal, ez pedig
az ABC<-nyi elfordulassal.

Ezek szerint a BCFG négyszog trapéz, egy oldala adott, és tovabbi harom oldaldnak hosszat megszerkeszthetjiik.
Igy magat a trapést is, abbol pedig a keresett négyszoget.

Ha ugyanis H a BC szakasznak az a pontja, amelyre GH||FC, akkor

GH:FC:FD—FDC:Q—;—FC, GB:GA—FAB:%Z—FCL

d2
BH:BC—FG:b—?.
Ezekbdl megszerkesztve a GBH A-et, a BH félegyenesre felmérve BC = b-t, a C-n atmend, HG-vel parhuzamos
egyenesbgl BC kimetszi E-t, a G-n at BH-val parhuzamosan hazott egyenes F-et. Mérjiik fel ezutan a G pontban
a BCE<-gel egyenld és megegyez6 irdnya EGX szoget és a GX szarra a GDy = d szakaszt, ekkor a Di-en dtmend,
E B-vel parhuzamos egyenes EC-b6l kimetszi a D cstcsot, az ezen atmend, D1 G-vel parhuzamos egyenes pedig E B-b6l
az A csucsot.

Igy egyrészt ABCD hurnégyszog, mert A-nél levé kiilss szoge egyenls a C-nél levs szogével, egyszersmind az EFG
szoggel, tehat masrészt az E-nél kozos szogli EGEF, EDA és EBC /A-ek hasonlok, és mivel GF = BC — BH = d*/b,
azért GF : DA = DA : BC = d/b = 1/, tehat ugyanaz a hasonlosagi transzformacio viszi at az EGF/A-et az
EDAA-be, mint EDA-t az EBCA-be (vagyis a G, F', D, A pontnégyest D, A, B, C-be). A transzformaci6 az els6
négyes tovabbi szakaszait is a A-szorosukra nytjtja: AB = \- FD, DC = \-GA, ezért az AB, DC szakaszokra fennall:

GA+AB=2§+AB=GB=§+@

FD+DO:45+DC:FO:GH:§+a

Az els6bdl, majd a mésodikat is felhasznalva

1 1

és mivel A > 1, AB = a és DC = c. Tehat az ABC D négyszog az, amit szerkeszteniink kellett.

(AB - a)u



